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Kapitel 1 

Einleitung 



Die vorliegende Arbeit baut auf Uberlegungen in [Fl] auf. Dort wird vorgeschlagen, lokale 
Eichfreiheiten in der Physik durch die Willkiir in der Wahl der Basis eines Skalarprodukt- 
raumes bei Vorgabe gewisser, als fundamental angesehener Operatoren zu erklaren. Es 
wird gezeigt, daB dieses Konzept im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik (also 
ohne zweite Quantisierung) zu einer einheitlichen Beschreibung der Elektrodynamik und 
Gravitation als Eichtheorie ftihrt. Um selbstkonsistent zu sein, wollen wir zu Beginn einige 
Begriffe und Konstruktionen aus |F1] zusammenstellen. 



Wir betrachten zunachst die freie Diracgleichung (il^ — m)^ = 0. Als Zustandsraum H 
wahlen wir die vierkomponentigen Wellenfunktionen auf dem Minkowski-Raum mit dem 
lorentzinvarianten, indefiniten Skalarprodukt 



<ilr^$> = / ^(x)^(x)d^x , (1.1) 

dabei bezeichnet \I' = vl'*^^ den adjungierten Spinor. Die Raumzeit beschreiben wir mit 

den hermiteschen, miteinander kommutierenden Operatoren (-'^*)j=o,...,3- Diese Operatoren 

sind genau wie der Ortsoperator der nichtrelativistischen Quantenmechanik als Multiplikationsoperatoren 

mit den Koordinatenfunktionen definiert 

(X* ^){x) = x' ^{x) 

Wir konnen die Raumzeit als das Spektrum der ansehen. 

Im nachsten Schritt fassen wir H als abstrakten Skalarproduktraum (also nicht mehr 
als speziellen Funktionenraum) auf und sehen die Operatoren X* , als Ausgangspunkt 
der Diractheorie an. Auf diese Weise erhalt man unmittelbar lokale Eichfreiheiten: Da 
H ein abstrakter Skalarproduktraum ist, muB die Darstellung der Vektoren aus H als 
Wellenfunktionen mit Hilfe der Operatoren X* konstruiert werden. Dazu wahlt man eine 
"Eigenvektorbasis"f] \xa>, x G IR^, a = 1, ... ,4 der X* 

X* \xa> = x^ \xa> (1.2) 
<xa\yl3> = 6^{x - y) 6ai3 Sa , si = S2 = 1, S3 = S4 = -1 (1.3) 



^Wir verwenden die in de r P hysik gebrauchliche bra/ket-Schreibweise, <.|.> ist das Skalarprodukt 
( [li| ). Die Gleichungen (0), sind aus mathematischer Sicht unbefriedigend, weil die Operatoren X'' 



ein kontinuierliches Spektrum und damit keine normierbaren Eigenvektoren besitzen. Mit etwas grofierem 
Aufwand (Spektralmal3e, Radon-Nikodym Theorem) lafit sich die Konstruktion jedoch mathematisch 
sauber durchfiihren, siehe IFSI. 
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und definiert zu ^ £ H die zugehorige Wellenfunktion ^'"(x) durch 

= <j;a|^'> . (1.4) 

Entscheidend ist dabei, daB die "Basisvektoren" \xa> nicht eindeutig bestimmt sind, 
sondern gemafi 

4 

\xa> — > ^Uapix)\xf3> , U{x)£U{2,2) (1.5) 

/3=1 

transformiert werden konnen. Bei dieser Transformation bleiben namlich die Bedingungen 



|1.2D, (1.3) erhalten, wie man direkt verifiziert. Gemaf5 der Definitionsgleichung In. 



entspricht ( |1.5| ) einer Transformation 

^'(x) — > U'^{x)'^{x) 

der Wellenfunktionen, was als lokale U{2, 2)-Eichfreiheit interpretiert werden kann. Die 
Eichgruppe wirkt bei uns also direkt auf die Spinorkomponenten, die [7(1)-Phasentrans- 
formationen der Elektrodynamik ergeben sich als ein Spezialfall. 

Um auch die Dynamik mit dieser U{2, 2)-Eichsymmetrie zu beschreiben, mu6 man 
den freien Diracoperator verallgemeinern: Zunachst lassen wir wie in der AUgemeinen 
Relativitatstheorie krummlinige Koordinaten als gleichberechtigte Bezugssysteme zu0. Zu 
einem allgemeinen Koordinatensystem (x*) definiert man die Orts-/Zeitoperatoren (X^) 
wieder als Multiplikationsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen. Der Diracoperator 
G wird als ein hermitescher Differentialoperator erster Ordnung auf H definiert. In einem 
speziellen Bezugssystem und einer speziellen Eichung kann man ihn also in der Form 

G = iG^{x)^ + B{x) (1.6) 

mit geeigneten (4 x 4)-Matrizen G^{x),B{x) darstellen, die von den Koordinaten und der 
Eichung abhangen. Ahnlich dem Einsteinschen Aquivalenzprinzip fordern wir, daB man 
durch geeignete Wahl des Bezugssystems und der Eichung erreichen kann, daB G lokal die 
Form des freien Diracoperators annimmt. Zu jedem Punkt p der Raumzeit soil es also ein 
Koordinatensystem und eine Eichung geben, so dafi G^{p) = 7-' , B{p) = 0. 

Dadurch, dafi in die Definition des Diracoperators nur eine lokale Bedingung an die 
Matrixfelder G^ , B eingeht, enthalt G im allgemeinen Potentiale, die nicht global wegtransformiert 
werden konnen. Es zeigt sich, dafi wir auf diese Weise genau das elektromagnetische 
Feld und Gravitationsfeld eingefiihrt haben. Durch die verallgemeinerte Diracgleichung 
{G — m) = wird die Ankopplung dieser Felder an die Fermionen auf physikalisch 
sinnvolle Weise beschrieben. 

Um zu verstehen, wie die Gravitation durch die ?7(2, 2)-Symmetrie zu einer Eichtheorie 
wird, muB man die Beziehung zwischen Koordinaten- und Eichtransformationen untersuchen. 
Ublicherweise werden bei einem Wechsel des Bezugssystems sowohl die Raum/Zeit-Koordinaten 
als auch die Spinorkomponenten transformiert. Bei unserer Beschreibung bleiben die Spinorkomponenten 
bei Koordinatenwechseln unverandert, man kann das iibliche Transformationsverhalten der 



■^Wir nehmen im folgenden zur Einfacheit an, dafi die Raumzeit durch eine einzige Karte beschrieben 
werden kann. Den allgemeineren Fall, dafi die zugehorige Lorentzmannigfaltigkeit topologisch nicht 
trivial ist, erhalt man wie gewohnt durch Verkleben von Karten. Dies fiihrt auf den Begriff der 



Operatormannigfaltigkeit, siehe [F2| 
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Spinoren aber durch eine anschliefiende Eichtransformation realisieren. Auf diese Weise 
sind Koordinatentransformationen mit Eichtransformationen verkniipft, und man kann 
die Freiheiten in der Koordinatenwahl mit entsprechenden C/(2, 2)-Eichfreiheitsgraden 
identifizieren. Dabei wird ausgenutzt, daB die durch die bilinearen Kovarianten cr*-' G 
su{2,2) erzeugte Untergruppe von C/(2,2) eine Uberlagerung der Lorentzgruppe ist. 

Zur vollstandigen Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Eichfeldern und Fermionen 
miissen wir noch die klassischen Feldgleichungen (Maxwell- und Einsteingleichungen) aufstellen. 
Wichtig ist, daB wir dazu keine weiteren mathematischen Strukturen einfiihren miissen, 
well alle benotigten Objekte aus dem Diracoperator konstruiert werden konnen. Insbesondere 
brauchen wir im Gegensatz zu den iiblichen Eichtheorien nicht eine eichkovariante Ableitung 
Dj = dj—ieAj mit Eichpotentialen Aj als zusatzlichen physikalischen Grofien zu definieren. 

Zur Konstruktion der Eichpotentiale und Feldstarken aus dem Diracoperator arbeitet 
man in der Darstellung ( |1.6| ) und nutzt das bekannte Koordinaten- und Eichtransformationsverhalten 
der Matrixfelder ,B aus. Wir beschreiben das Vorgehen schematisch: Uber die Definitionsgleichung 



UgHx),GHx)} (1.7) 



erhalt man die Lorentzmetrik und daraus den Levi-Civita-Zusammenhang V. Mit geeigneten 
Kombinationen des matrixwertigen Tensors Vj kann man die Eichung global bis auf 
die [/(l)-Eichtransformationen der Elektrodynamik fixieren. In einer solchen Eichung ist 
B = J^, wobei A das elektromagnetische Potential bezeichnet. Auf kanonische Weise erhalt 
man aus dieser Konstruktion die Spinableitung welche der eichkovarianten Ableitung 
der iiblichen Eichtheorien entspricht. Die Kriimmung des Spinzusammenhanges setzt sich 
aus dem elektromagnetischen Feldstarketensor und dem Riemannschen Kriimmungstensor 
zusammen. Mit diesen Tensoren stellt man die klassische Lagrangedichte auf und erhalt 
durch Variation die Maxwell- und Einsteingleichungen. Fiir das Variationsprinzip ist zu 
beachten, daB die zu variierenden Potentiale und Felder aus dem Diracoperator abgeleitet 
sind. Dadurch mufi man den Diracoperator selbst als dynamische GroBe auffassen: bei 
Variationen wird der Diracoperator verandert, wodurch mittelbar auch die Potentiale und 
Felder variiert werden. 

Wir bemerken, daB der Diracoperator bei unserer Beschreibung der relativistischen 
Quantenmechanik eine zweifache Rolle spielt. Auf der einen Seite hat man iiber die 
Eigenwertgleichung = eine Beziehung zwischen den Fermionen und dem Spektrum 
von G. Auf der anderen Seite werden aus G die Eichpotentiale konstruiert, so daB der 
Diracoperator die Felder der Eichbosonen bestimmt. Allgemein sieht man, daB wir lediglich 
die Operatoren X^, G auf H als fundamentale physikalische Objekte auffassen miissen, alle 
weiteren Grofien konnen daraus abgeleitet werden. Dies ist begrifflich sehr einfach und 
bildet die Grundlage fiir unsere weiteren Konstruktionen. 

Es ist klar, daB das bisherige System fiir ein realistisches physikalisches Modell noch 
zu einfach ist. Um weitere Quantenzahlen wie Isospin, Colour oder Leptonenzahl zu 
beriicksichtigen, miissen wir die Anzahl der Komponenten der Wellenfunktionen erhohen. 
Wir fiihren an dieser Stelle noch nicht die genaue Konstruktion durch, sondern wollen 
nur die Eichgruppe bei einer beliebigen Anzahl von Komponenten untersuchen. Dazu 
betrachten wir (p+q)-komponentige Wellenfunktionen und ersetzen das Skalarprodukt ^'<I> 



bei Diracspinoren durch ein Skalarprodukt der Signatur {p,q). Analog zu (LI) definieren 
wir also durch 

^ p+q 

<^,$> = / ^ Sq, "^"(x) $°(x) mit 

"'IR'* Q=l 
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s 



1 = ... = SP = 1, sP+^ = ... = = -1 



ein indefinites Skalarprodukt auf den Wellenfunktionen, dabei ist = ^f* die komplex 
konjugierte Wellenfunktion. Wir nennenp+f^ die Spindimension des Systems. Eine "Eigenvektorbasis" 
|xa>, X G IR'^, a = 1, . . . ,p + q der X* ist wieder durch die Gleichungen 

X"^ \xa> = \xa> , <xa\yP> = 6^{x — y) 5a/3 Sa (1-8) 

gegeben. Die Willkiir in der Wahl der \xa> fiihrt jetzt auf lokale Eichfreiheiten mit der 
Eichgruppe U{p, q). Wir sehen also, daf5 eine Vergrofierung der Spindimension eine grofiere 
Eichgruppe zur Folge hat. Mit den zusatzliclien Eichfreiheitsgraden sollten sich zusatzlicfie 
Wechselwirkungen besclireiben lassen. 

Man beachte, daf^ die Eicligruppe bei uns bereits durcli die Anzahl der Komponenten 
der Wellenfunktionen festgelgt ist. Auf diese Weise sind wir bei der Modellbildung gegeniiber 
den iiblichen Eichtheorien stark eingeschrankt, bei denen die Eichgruppe und die Ankopplung 
der Fermionen an die Eichfelder willkiir lich gewahlt werden konnen. 



Soweit die allgemeine Wiederholung der fiir uns wichtigen Ergebnisse aus |F1|. Es 
stellt sich die Frage, weshalb wir iiberhaupt versuchen wollen, ausgehend von diesen 
Uberlegungen ein realistisches physikalisches Modell aufzubauen, obwohl wir doch bisher 
ohne zweite Quantisierung mit klassischen Fermion- und Eichfeldern arbeiten. Der Autor 
ist der Ansicht, daB die relativistische Quantenfeldtheorie in ihrer jetzigen Form (mit 
kanonischer Quantisierung oder in der Formulierung mit Pfadintegralen iiber Feldkonfigurationen) 
aus physikalischer und mathematischer Sicht unbefriedigend ist, und daf^ ein grundlegend 
anderer Ansatz benotigt wird, um die Feldquantisierung wirklich zu verstehen. 



Im nachsten Abschnitt 1.1 werden wir uns schrittweise von der bisherigen klassischen 
Beschreibung losen und den mathematischen Rahmen fiir die Formulierung von Gleichungen 
schaffen, welche wir "Gleichungen der diskreten Raumzeit" nennen. Dabei wird kein Zusammenhang 
zu einer Quantisierung der Felder erkennbar sein; es ist zunachst auch nicht klar, ob 
diese Konstruktionen physikalisch sinnvoll sind. In Abschnitt |1.2| wird dann qualitativ 
beschrieben, wie man aus den Gleichungen der diskreten Raumzeit in einem bestimmten 
Grenzfall, dem sogenannten Kontinuumslimes, wieder klassische Gleichungen erhalt. Erst 
iiber den Kontinuumslimes lassen sich die Gleichungen der diskreten Raumzeit in eine fiir 
uns gewohnte und damit physikalisch interpretierbare Form bringen. Die Diskussion des 
Kontinuumslimes fiihrt in die eigentliche Thematik dieser Arbeit ein, denn wir werden 
uns hauptsachlich damit beschaftigen, den Kontinuumslimes mathematisch zu fundieren 



und fiir verschiedene Modelle zu untersuchen. In Abschnitt 1.3 sind die Ergebnisse fiir ein 



System zusammengestellt, das der Fermionkonfiguration des Standardmodells nachgebildet 



ist. In Abschnitt 1.4 werden wir schliefilich auf die Feldquantisierung zuriickkommen. 



1.1 Das Prinzip des fermionischen Projektors 
1.1.1 Diskretisierung der Raumzeit 

Die Annahme, dai^ die bekannten physikalischen Gleichungen auf beliebigen Langenskalen 
giiltig sind, fiihrt auf Schwierigkeiten, wenn man zu Systemen in der GroBenordnung der 
Planck-Lange iibergeht. Bei einer recht naiven Betrachtungsweise treten Inkonsistenzen 
auf, well beispielsweise die gravitative Wechselwirkung der Energiefluktuationen des Vakuums 
zu groB wird. Beriicksichtigt man mit Renormierungsgruppenrechnungen das "floating" 
der Kopplungskonstanten, so stellt man fest, daB bei den zugehorigen Energieskalen die 
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Kopplungen der elektromagnetischen, starken und schwachen Wechselwirkung etwa gleich 
groB werden, was manchmal als eine "Vereinigung" dieser Krafte interpretiert wird. Auch 
die UV-Divergenzen in der perturbativen Quantenfeldtheorie scheinen darauf hinzudeuten, 
daB die Physik fiir sehr kleine Abstande modifiziert werden muB. Man hatte dann namlich 
einen natiirlichen Cutoff fiir selir grofie Impulse, was das Renormierungsprogramm aus 
theoretischer Sicht rechtfertigen wiirde. 

Aus diesen Griinden ist die Meinung verbreitet, dafi bei Abstanden von etwa 10"'^'' 
Metern neue physikalische Effekte auftreten. Wir wollen annelimen, daB die Raumzeit 
auf der Skala der Planck-Lange in diskrete Punkte aufgelost wird. Um diese Vorstellung 
mathematiscli zu verwirklichen, ersetzen wir die X* (zunachst in einem festen Bezugssystem) 
durcli hermitesche Operatoren, die weiterhin miteinander kommutieren, aber ein diskretes 
Spektrum besitzen. Das gemeinsame Spektrum dieser "diskretisierten Orts/Zeit-Operatoren" 
X*, also die Menge 

M = {xgW^IBuG H mit X'u = x'u} 

ist als unsere "diskretisierte Raumzeit" anzusehen. Wir wollen annehmen, dafi die gemeinsamen 
Eigenraume der X*, 

ex = {u\ X^u = x^u} , X e M , 

(p + (7)-dimensionale Unterraume von H sind, auf denen das Skalarprodukt <.|.> die 
Signatur (p, q) besitzt. Dann konnen wir eine Basis |xa>, x £ M, a = 1, . . . ,p + q wahlen 
mit 

\xa> = x^ \xa> , <xa\yl3> = 5xy Sap Sa ■ (1-9) 

Diese Gleichungen unterscheiden sich von (|l.8| ) nur durch die Ersetzung 6^{x — ?/)—> Sxy 
Fiir unsere weiteren Konstruktionen ist es giinstig, die Projektoren 

p+q 

Ex = ^ Sa \xa><xa\ (1-10) 

a=l 

auf die Eig enraume Cx einzufiiliren. Als gemeinsame Spektralprojektoren der X^ sind die 
Operatoren Ex eichinvariant (also unabhangig von der Wahl der Basis |xa>) definiert. 

In einem anderen Bezugssystem x = x{x) erhalten wir die diskretisierten Raumzeitpunkte 
M und Spektralprojektoren Ex durch die Transformation 

M = x(M) , Ex^x)=Ex . (1.11) 

Da nach dem allgemeinen Aquivalenzprinzip alle Bezugssysteme gleichberechtigt sind, 
darf keine der durch Koordinatentransformation aus M hervorgehenden Mengen vor einer 
anderen ausgezeichnet sein. Durch geeignete Koordinatentransformationen kann man aber 
den Abstand und die relative Lage der Raumzeitpunkte beliebig verandern. Um konsequent 
zu sein, ist das nur sinnvoll, wenn wir auf M jede Abstands- und Ordnungsrelation 
aufgeben. Darum fassen wir M von nun an als Punktmenge ohne zusatzliche mathematische 
Struktur auf, sie dient lediglich als Indexmenge fiir die Spektralprojektoren. Nach dieser 
Verallgemeinerung geht M bei Koordinatentransformationen gemafi ( |1.11 ) in eine aquivalente 



Menge M iiber, die wieder mit M identifiziert werden kann. Darum konnen wir M und 



nach (|l.ll[) auch {Ex)x&m als vom Bezugssystem unabhangige Grofien auffassen. Sie sind 



durch die koordinateninvarianten Relationen 

Ex{H) ist fiir alle x £ M ein Unterraum der Signatur (p, q) (1-12) 
Ex Ey = 6xy Ex , J2xeM Ex = 1 (1-13) 
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charakterisiert. Wir sehen die Projektoren {Ex)xeM als die fundamentalen Operatoren zur 
Beschreibung der Raumzeit an. Die Orts-/Zeitoperatoreii konnen daraus abgeleitet 
werden: Jedes Bezugssystem entspricht einer Injektion 

X : M ^ M'^ , (1.14) 

die zugehorigen Orts-/Zeitoperatoren X'^ sind durch die Gleichungen 

X' = Y.2l\p)Ep (1.15) 



gegeben. Wir haben die Injektion ( [L.14 ) zur besseren Unterscheidung von den diskreten 



Raumzeitpunkten x € M mit dem Index '_' gekennzeichnet. 

Zusatzlich wollen wir annehmen, dai3 M nur aus endlich vielen Punkten besteht. Das 
entspricht der Vorstellung, dai3 das Volumen der Raumzeit beschrankt, das Universum also 
raumlich geschlossen und zeitlich endlich ist. Diese Voraussetzung ist fiir unser weiteres 
Vorgehen nicht entscheidend; wer will, kann die Annahme #M < oo auch nur als eine 
technische Vereinfachung ansehen. 

Wir werden die Raumzeit also durch einen endlichdimensionalen, indefiniten Skalarproduktraum 
H und die Spektralprojektoren Ex, ( |1.12| ), ( |1.13 ), mit x aus einer endlichen Indexmenge 



M beschreiben. Wir nennen {H,M,E) diskrete Raumzeit. Wir konnen eine Basis |xa>, 
X G M, a = 1, . . . ,p + q von H wahlen mit 

Ex \ya> = Sxy \ya> , <xa\y(3> = 6xy 6^/3 • (1-16) 



Eine solche Basis wird Eichung genannt. In einem speziellen Bezugssystem ( 1.14| ), ( |1.15| ) 
geht die Eichung in eine Eigenvektorbasis (^]^) der X* iiber. 



kurze Diskussion des Begriffs der diskreten Raumzeit 

Wir wollen die Definition der diskreten Raumzeit etwas diskutieren. Zunachst sollte man 
beachten, daB die diskrete Raumzeit durch die Signatur {p, q) und #M bereits (bis auf 
Isomorphismen) vollstandig bestimmt ist. Insbesondere gibt es in M eine Permutationssymmetrie; 
wir haben also die Freiheit, beliebige Punkte der Raumzeit miteinander zu vertauschen. 
Damit ist der BegrifF der diskreten Raumzeit viel allgemeiner gefai3t als der eines Gitters 
(als wesentlicher Unterschied kann man in der diskreten Raumzeit nicht von "benachbarten 
Gitterpunkten" oder "Gitterlange" sprechen; die diskrete Raumzeit besteht, anschaulich 
ausgedriickt, eher aus einer "losen Ansammlung von Punkten"). Umgekehrt kann man 
eine Gittertheorie auch als Theorie in der diskreten Raumzeit beschreiben, indem man das 
Gitter nur noch als Punktmenge aufFafit. Dafiir ist allerdings notwendig, dafi die Theorie 
auch ohne die zusatzlichen Strukturen des Gitters formuliert werden kann. 

Wir haben die diskrete Raumzeit mit der Intention definiert, den Minkowski-Raum 
(oder allgemeiner eine Lorentzmannigfaltigkeit) auf der Planck-Skala zu diskretisieren 
und auf diese Weise die UV-Probleme der Kontinuumsbeschreibung zu beseitigen. Im 
Gegensatz zu Regularisierungen in der Quantenfeldtheorie haben wir die Diskretisierung 
nicht nur aus technischen Griinden eingefiihrt (etwa um UV-Divergenzen zu vermeiden), 
sondern haben die Vorstellung, daB die diskrete Raumzeit physikalische Realitat ist. Aus 
diesem Grund wollen wir in dieser Arbeit versuchen, die Physik intrinisisch in der diskreten 
Raumzeit zu formulieren. Das bedeutet konkreter, daB alle physikalischen Objekte Operatoren 
auf H sein miissen; die physikalischen Gleichungen sind mit diesen Operatoren und den 
Projektoren {Ex)xeM aufzustellen. 
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Damit diese intrinsische Formulierung der Physik in der diskreten Raumzeit nicht 
der iiblichen Kontinuumsbeschreibung widerspricht, darf die diskrete Natur der Raumzeit 
bei Systemen, die sehr groiB gegeniiber der Planck-Lange sind, nicht erkennbar sein. In 
diesem Fall sollte die Kontinuumsbeschreibung also eine zulassige Naherung sein. Anders 
ausgedriickt, muB es moglich sein, in einem bestimmten Grenzfall von der diskreten Raumzeit 
ins Kontinuum iiberzugehen. Diesen Grenziibergang nennen wir Kontinuumslimes. Auf 
den ersten Blick scheint die Definition der diskreten Raumzeit zu allgemein, um den 
Kontinuumslimes sinnvoll durchfiihren zu konnen. Insbesondere ist unklar, warum man in 
diesem Grenzfall trotz der Permutationssymmetrie der Raumzeit-Punkte die topologische 
Struktur des Kontinuums erhalten sollte. Dazu mufi man beachten, dafi die Permutationssymmetrie 
i.a. verloren geht, sobald zusatzliche Operatoren auf H eingefiihrt werden. Wir haben die 
qualitative Vorstellung, daB diese zusatzlichen Operatoren die Permutationssymmetrie in 
einer Weise brechen, die im Kontinuumslimes auf die lokale und kausale Struktur einer 
Lorentzmannigfaltigkeit fiihrt. Um die Beschreibung in der diskreten Raumzeit deutlich 
von der Kontinuumsbeschreibung zu trennen, werden wir den Kontinuumslimes erst im 
nachsten Abschnitt 1.2 mathematisch prazisieren und genauer besprechen. 

Ein Einwand, der oft gegen eine Diskretisierung der Raumzeit vorgebracht wird, ist 
die Tatsache, daB dabei die kontinuierlichen Symmetrien des Minkowski-Raumes verloren 
gehen. Wir weisen darauf hin, dafi diese Symmetrien in der Natur durch die vorhandenen 
Teilchen und Felder ohnehin zerstort sind. Man kann deshalb alle aufieren Symmetrien der 
Raumzeit (genau wie den Begriff "Vakuum" ) streng genommen nur als eine Idealisierung 
der Wirklichkeit ansehen. Aus diesem Grund bereitet es keine prinzipiellen Probleme, auf 
diese Symmetrien ganz zu verzichten. Natiirlich konnte es sein, dafi man sich durch die 
Aufgabe der Lorentzsymmetrie technische Probleme einhandelt. Das wird bei unserem 
weiteren Vorgehen aber nicht der Fall sein. 

Im Gegensatz zu den aufieren Symmetrien bleibt die Eichsymmetrie bei der Diskretisierung 
erhalten. Sie entspricht in der diskreten Raumzeit der Freiheit der Basiswahl in den 
(p + g)-dimensionalen Unterraumen Ex{H) von H. Bei alien in dieser Arbeit untersuchten 
Systemen werden Koordinaten- und Eichtransformationen miteinander verkniipft sein, so 
wie dies welter oben fiir die Diracgleichung erwahnt wurde und in |F1| genauer beschrieben 
ist. Die Lorentzgruppe tritt also auch in der diskreten Raumzeit als Untergruppe der 
Eichgruppe auf, was die durch die Diskretisierung aufgegebene Lorentzsymmetrie des 
Minkowski-Raumes fiir manche Uberlegungen ersetzen kann. 



1.1.2 Projektion auf besetzte Fermionzustande 

Bevor in der diskreten Raumzeit sinnvolle Gleichungen aufgestellt werden konnen, miissen 
wir weitere Operatoren auf H einfiihren. In der klassischen Kontinuumsbeschreibung wird 
das Sytem durch die fermionischen Wellenfunktionen und den Diracoperator ( |1.(]| ) 
charakterisiert. Die Wellenfunktionen erfiillen die Diracgleichung; aus dem Diracoperator 
konnen die bosonischen Potentiale und Felder konstruiert und damit klassischen Feldgleichungen 
aufgestellt werden. Es ist an dieser Stelle nicht klar, ob und wie der Diracoperator und die 
Konstruktion der klassischen Feldgleichungen in die diskrete Raumzeit iibertragen werden 
kann. Darum beginnen wir in einem abstrakten Ansatz nur mit den Wellenfunktionen 
die in der diskreten Raumzeit Elemente des endlichdimensionalen Vektorraums H sind. 

Ein System mit einem Fermion beschreiben wir mit einem Vektor ^ ^ H. In einer 
speziellen Eichung \xa> definieren wir die zugehorige Wellenfunktion ^'"(x) durch 
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Wir bezeichnen den Projektor auf einen Unterraum Y C X im folgenden mit Py. Aquivalent 
zur Wellenfunktion ^"(x) lafit sich das System auch mit dem Projektor P<\i'> auf den von 
^ erzeugten Unterraum beschreiben. Bei einer Normierung <\E'|\E'> = ±1 der Wellenfunktion 
haben wir 

P<vi>> = ± l^'X^'l . (1.17) 

Fiir ein System mit m Fermionen ^'i,... ,^rn bilden wir in Verallgemeinerung von 
( |1.17|) den Projektor P auf den von (^'a)a=i,...,m aufgespannten Unterraum von H, also 

P := -P<<i'i,...,vj„> 

Wir nennen P den fermionischen Projektor des Systems. In dieser Arbeit werden wir ein 
Vielfermionsystem stets mit dem fermionischen Projektor beschreiben. 



Vergleich zum Fockraum-Formalismus 

Die Verwendung des fermionischen Projektors unterscheidet sich wesentlich vom tiblichen 
Fockraum-Formalismus der Quantenfeldtheorie. Darum miissen wir uns zunachst davon 
iiberzeugen, dafi auch die Beschreibung mit dem fermionischen Projektor physikalisch 
sinnvoll ist. 

Im Formalismus der zweiten Quantisierung hatten wir das System der Fermionen 
^'i, . . . , mit der antisymmetrischen Produktwellenfunktion 

^^^■■■--{X^,...,X^) = \det<^i\^j>n E (-^t^Kll)(.^l)---Kim)i^rn) (1-18) 



beschrieben. Die Wellenfunktionen der Form ( 1.1§| ) werden auch (m-Teilchen-)IIartree- 



Fock-Zustande genannt. Sie spannen den m-Teilchen-Fockraum F"^ = A™ H auf. Ein 
allgemeiner Fermionzustand ist als Vektor des Fockraumes F = 05^=o beliebige 
Linearkombination von Hartree-Fock-Zustanden. Wir verwenden fiir das von <.|.> induzierte 
Skalarprodukt auf dem Fockraum zur Deutlichkeit die Schreibweise <.\.>f. 

Um einen ersten Zusammenhang zwischen dem fermionischen Projektor und dem 
Fockraum-Formalismus herzustellen, ordnen wir jedem Projektor Py auf einen Unterraum 
Y = <^i, . . . , ^m> von H die antisymmetrische Wellenfunktion ( 1.1^ ) zu. Diese Abbildung 



ist sinnvoll (also bis auf einen Phasenfaktor unabhangig von der Wahl der Basis in Y) 
definiert und bijektiv. Also entspricht jeder Projektor genau einem Hartree-Fock-Zustand 
des Fockraumes. Durch diese Konstruktion wird die Beschreibung mit dem fermionischen 
Projektor zu einem Spezialfall des Fockraum-Formalismus; insbesondere iibertragt sich 
die Ununterscheidbarkeit der Teilchen und das Pauli-Prinzip. Die Beschreibungen sind 
aber mathematisch nicht aquivalent, da ein Vektor des Fockraumes i.a. eine nicht-triviale 
Linearkombination von Hartree-Fock-Zustanden ist. 

Wir wollen untersuchen, wie sich dieser mathematische Unterschied physikalisch auswirkt. 
Bei einer Naturbeschreibung durch den fermionischen Projektor -P<<i'i,...,>t„> mufi die 
gemeinsame Wellenfunktion aller Fermionen des Universums ein Hartree-Fock-Zustand 
sein. Diese Tatsache ist nur von bedingtem Interesse, da wir uns bei physikalischen Beobachtungen 
immer auf ein kleines Teilsystem beschranken miissen. Die effektive Wellenfunktion des 
Teilsystems braucht jedoch kein Hartree-Fock-Zustand zu sein: Wir nehmen an, daB unser 
Teilsystem in einem Gebiet N G M lokalisiert ist. Wir spalten den Zustandsraum in der 
Form 

H = H{N) ® H{M\N) mit H{A) := ^ E^{H) , AcM 
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auf. Dann sind alle (Einteilchen-)Observablen O unseres Teilsystems aui H{AI\N) trivial, 



C>\H{M\N) — ^\H{M\N) 



(1.19) 



Wir zerlegen die Zustande in der Form 

= vl/f + xl/f \^ mit G H{N) , M/f G H{M \ N) 



Wir setzen in ( 1.18 ) ein und erhalten fiir die Vielteichen-Wellenfunktion den Ausdruck 



^ = |det<^j,^'j>| 



1 Y. (-i)'"fA*f)AfA*H 



(1.20) 



wobei Vim) die Potenzmenge von {l,...,m} bezeichnet. Fiir Messungen in unserem 
System ist der Erwartungswert <^'|C'|^>ir zu berechnen^, dabei wirken die Operatoren 
O auf dem Fockraum gemafi 



(O^l) A • • • A + ^-1 A (0^2) • • • A + ^-1 A • • • A (O^r 



Es ist giinstig, den Erwartungswert mit dem statistischen Operator S umzuschreiben, 



<^\0\^>F = trpiSO) 



mit 



S 



wobei triT' die Spur iiber den Fockraum bezeichnet. Wegen ( |1.19| ) konnen wir namlich die 
partielle Spur iiber H{M \ N) bilden und erhalten mit ( 1.201 ) 



<^'|0|*> = tr^iv(5''' O) 
00 

5^ : 



mit 



k=0 vr, tt' g •P(m), 

(-i)|'^|+|-'|<A.,.^^f\^iA,,.,^;^\^>^ 



(1.21) 
(1.22) 



wobei tr^jv die Spur iiber den von H{N) erzeugten Fockraum bezeichnet. Das in 
A'^ lokalisierte Teilsystem laBt sich also mit einem statistischen Operator auf 
beschreiben, der aus gemischten Zustanden zu verschiedener Teilchenzahl aufgebaut ist. 
Da die Konstanten Ctt^tt' von den Wellenfunktionen auBerhalb unseres Teilsystems 

abhangen, konnen sie praktisch beliebig sein. Wenn wir die Anzahl m der Teilchen des 



Gesamtsystems gegen Unendlich gehen lassen, kann mit (1.22) jeder statistische Operator 
dargestellt werden, der die Teilchenzahl im Teilsystem nicht andert. Da wir uns fiir Einteilchen- 
Observablen auf statistische Operatoren beschranken konnen, die auf dem Teilchenzahloperator 



diagonal sind (die auBerdiagonalen Beitrage fallen bei der Berechnung der Spur ( 1.21 ) weg), 
laBt sich das Teilsystem folglich mit einem allgemeinen statistischen Operator beschreiben, 
insbesondere mit dem statistischen Operator eines reinen Fockraum-Zustandes 



S 



N 



^Wir bemerken zur Deutlichkeit, daB dieser Erwartungswert nicht mit dem Erwartungswert 
einer Messung in der nichtrelativistischen Quantenmechanik iibereinstimmt. Im Kontinuum (also vor 
Diskretisierung der Raumzeit oder nach Bildung des Kontinuumslimes) wird im Skalarprodukt <.|.> 
namlich gemafi (1.1) auch iiber die Zeit integriert. Man kann aber einen Zusammenhang herstellen, 



indem man Operatoren O mit spezieller Zeitabhangigkeit betrachtet (beispielsweise solche, die auf die 
Wellenfunktionen nur in einem kurzen Zeitintervall [t,t + At] wirken). 
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Diese Uberlegung lafit sich mit etwas mehr mathematischem Aufwand auch auf Vielteilchen- 
Observablen iibertragen. 

Wir kommen zu dem Schlui3, dafi die Beschreibung des Vielfermionsystems mit dem 
fermionischen Projektor zum Fockraum-Formalismus physikalisch aquivalent ist. Fiir theoretische 
Uberlegung miissen wir beriicksichtigen, daB der fermionische Projektor lediglich einem 
Hartree-Fock-Zustand entspricht; bei praktischen Problemstellungen kann man aber nach 
Belieben zur Fockraum-Darstellung iibergehen. 



1.1.3 Die Gleichungen der diskreten Raumzeit 

Wie bereits in Abschnitt |1.1.1| angesprochen, wollen wir die Physik intrinsisch in der 
diskreten Raumzeit beschreiben. Wir konnen diese Vorstellung nun prazisieren und stellen 
dazu das Prinzip des fermionischen Projektors auf: 

Das physikalische System wird durch den fermionischen Projektor P in der 
diskreten Raumzeit vollstandig beschrieben. Die physikalischen Gleichungen 
sind allein mit dem fermionischen Projektor in der diskreten Raumzeit aufzustellen, 
sie miissen also mit den Operatoren P, (Ex)xeM auf H formuliert werden. 

Wir nennen die mit P, Ex aufgestellten Gleichungen die Gleichungen der diskreten Raumzeit. 

Das Prinzip des fermionischen Projektors kann nicht aus bekannten physikalischen 
Gleichungen oder Prinzipien abgeleitet werden. An dieser Stelle ist nicht erkennbar, ob es 
auf mathematisch interessante Gleichungen fiihrt oder sogar physikalisch sinnvoll ist. Es 
handelt sich also um ein 'ad hoc' aufgestelltes Postulat, dessen Konsequenzen in dieser 
Arbeit untersucht werden sollen. 



kurze Diskussion des Prinzips des fermionischen Projektors 

Wir wollen das Prinzip des fermionischen Projektors kurz diskutieren. Auf den ersten 
Blick mag es erstaunlich erscheinen, daB das physikalische System bereits durch den 
fermionischen Projektor vollstandig beschrieben sein soil. Wir haben die folgende qualitative 
Vorstellung: Im Kontinuumslimes (der bisher noch nicht mathematisch eingefiihrt wurde) 
sollten die Wellenfunktionen des fermionischen Projektors in Eigenzustande des Diracoperators 
iibergehen, also 

(G - ma) ^a = (1.23) 



mit G gemafi ( |1.6| ) . Wir haben die Hoffnung, daB die Potentiale G^ ,B in ( |1.6D bereits 
liber die Diracgleichungen ( |1.23 ) eindeutig bestimmt sind, so dafi der Diracoperator aus 



dem Kontinuumslimes des fermionischen Projektors konstruiert werden kann. Nach den 



Konstruktionen in [Fl] sind dann auch die klassischen Felder durch den fermionischen 
Projektor festgelegt. Folglich braucht man nur den fermionischen Projektor als fundamentales 
physikalisches Objekt anzusehen; alle weiteren physikalischen GroBen (insbesondere die 
fermionischen Wellenfunktionen, Dirac-Strome, Energie-Impuls-Tensoren, klassischen Eichfelder 
und die Metrik) konnen daraus im Kontinuumslimes abgeleitet werden. Diese Vorstellung 
werden wir noch wesentlich prazisieren. 

Wir iiberlegen, welche physikalische Annahmen dem Prinzip des fermionischen Projektors 



zugrunde liegen: Wie wir in Abschnitt |l.l.l| gesehen haben, fiihrt die Formulierung der 
Theorie in der diskreten Raumzeit iiber die Willkiir der Basiswahl in den Unterraumen 
Ex{H) C H auf lokale Eichfreiheiten. Da M nur eine Punktmenge ist, sind gemafi unserer 
Uberlegung an ( |1.14 ), ( 1.15| ) alle Bezugssysteme gleichberechtigt. Daraus scheint das Aquivalenzprinzip 



12 



zu folgen, den genauen Zusammenhang werden wir aber erst nach Prazisierung des Kontinuumslimes 



im nachsten Abschnitt 1.2 herstellen konnen. Die Verwendung eines fermionischen Projektors 
impliziert schliefilich, wie in Abschnitt |1.1.2| beschrieben, die Ununterscheidbarkeit der 
Fermionen und das Pauli-Prinzip. Damit sind wichtige physikalische Prinzipien im Prinzip 
des fermionischen Projektors imphzit enthalten. Allerdings fehlt bei unserem Ansatz die 
Lokahtats- und Kausahtatsforderung fiir die physikahschen Gleichungen. Wir sehen die 
Lokahtat und Kausahtat nicht als fundamentale physikahsche Prinzipien an. Damit unsere 
Beschreibung sinnvoll ist, miissen wir die Lokahtat und Kausahtat aber im Kontinuumshmes 
erhahen. 

ein Beispiel fiir Gleichungen der diskreten Raumzeit 

Gemafi dem Prinzip des fermionischen Projektors miissen die Gleichungen der diskreten 
Raumzeit aus den Operatoren P, Ex aufgebaut werden. Wegen der Orthogonahtat der 
Ex, ( |1.13| ), und der Idempotenz = P des fermionischen Projektors konnen wir bei 
Operatorprodukten immer annehmen, daB die Faktoren Ex, P abwechselnd auftreten. Die 
Gleichungen miissen also aus Termen der Form 

Ex, PEx.P ■■■ P Ex„^, P Ex„ (1.24) 

aufgebaut werden. Damit ist zwar die mathematische Struktur der Gleichungen der diskreten 
Raumzeit grob festgelegt; es ist aber noch vollig unklar, wie die Gleichungen konkret 
aussehen soUten. 

Wir gehen dieses Problem an dieser Stelle noch nicht systematisch an, sondern werden 
nur ein Beispiel fiir Gleichungen der diskreten Raumzeit angeben. Dieses Beispiel ist zwar 
zu einfach und fiihrt nicht auf sinnvolle physikalische Gleichungen, aus mathematischer 
Sicht hat es mit den eigentlich interessanten Gleichungen aber groBe Ahnlichkeit. Fiir die 
qualitativen Uberlegungen in der Einleitung wird dieses Beispiel ausreichend sein. 

In Analogie zur klassischen Feldtheorie wollen wir ein Variationsprinzip aufstellen. Um 
aus den Operatorprodukten (|1.24 ) Skalare zu bilden, verwenden wir die Spur. Um die 
Abhangigkeit von den Parametern xj zu beseitigen, setzen wir die xj in Gruppen gleich 
und summieren iiber M. Mit dieser Methode erhalt man z.B. den Ausdruck 

tT{Ex P Ey P Ex P) . (1.25) 

Wir konnen annehmen, dafi die Raumzeitpunkte xj wenigstens in Zweiergruppen zusammengefaBt 
sind, denn ansonsten kann man die Summe iiber xj mit Hilfe der Vollstandigkeitsrelation 
in ( 1.13 ) ausfiihren. Beispielsweise kann man in (|L25|) iiber y summieren und erhalt 



= tr{ExPExP) 

Dieser Ausdruck ist als Wirkung mathematisch zu einfach, well die Operatoren ExPEy 
fiir X ^ y gar nicht eingehen. Wir wahlen als unser Beispiel die einfachste Wirkung, bei 
der iiber zwei Parameter x, y summiert wird, 

S = triEx P Ey P Ex P Ey P) . (1.26) 

x,yeM 

Fiir das Variationsprinzip suchen wir nach lokalen Extremalstellen der Wirkung bei stetigen 
Variationen des fermionischen Projektors. 
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Wir leiten die zugehdrigen Euler- Lagrange- Gleichungen ab: Wir betrachten eine stetige 
Variation P{t) des fermionischen Projektors P mit -P(O) = P. Da fiir einen Projektor der 
Ausdruck tr(P) = Rg(P) eine ganze Zahl ist, bleibt der Rang von P bei der stetigen 
Variation unverandert. Folglich konnen wir die Variation durch unitare Transformationen 
beschreiben. Es gibt also eine Schar unitarer Transformationen U{t) mit C/(0) = 1, so daB 

P(r) = [/(r) P[/-^(t) 

In erster Ordnung in r haben wir U = 1 + it A, = 1 — irA mit einem hermiteschen 
Operator A und folglich 5P = i [A, P]. Um die Variation von ( 1.26| ) zu berechnen, nutzen 



wir die Symmetrie in x, y und die zyklische Invarianz der Spur aus 
SS = Ai triE, [A, P] Ey P P Ey P) 

x,y<^M 

= J2 tr (A [P, E, P Ey P E, P Ey]) 

x,y^M 

Da dieser Ausdruck fiir einen beliebigen hermiteschen Operator A verschwinden soil, folgt 
die Bedingung 

[P, Q] = mit (1.27) 

x,y&M 



Als Euler-Lagrange-Gleichungen erhalt man also die Kommutatorgleichung ( 1.27] ), dabei 
ist Q ein zusammengesetzter Ausdruck in den Operatoren Ex,P. 

1.2 Der Kontinuumslimes 



Im vorangehenden Abschitt |1.1| haben wir mit dem Prinzip des fermionischen Projektors 
festgelegt, daB wir ein physikalisches System mit dem fermionischen Projektor P intrinsisch 
in der diskreten Raumzeit {H,M,E) beschreiben wollen. Mit der Wirkung ( |1.26 ) und 



den Euler-Lagrange -Gleichungen ( [OtD , ([L2^ ) wurde an einem Beispiel erlautert, wie die 



Gleichungen der diskreten Raumzeit im Prinzip aussehen konnten. Aus mathematischer 
Sicht besteht jetzt unsere Aufgabe darin, Losungen der Gleichungen der diskreten Raumzeit 
zu finden. Wir sollten also verschiedene Variationsprinzipien genauer mathematisch studieren 
und anschliefiend iiberlegen, ob das Prinzip des fermionischen Projektors physikalisch 
sinnvoll ist. Leider kann das Problem nicht so direkt angegangen werden: Fiir eine kleine 
Zahl von Raumzeitpunkten (also z.B. fiir #M = 2, 3, 4) lassen sich die Euler-Lagrange- 
Gleichungen direkt als Matrixgleichungen analysieren. Als Diskretisierung der Raumzeit 
soUte M aber aus sehr vielen Punkten bestehen. In diesem Fall werden die Matrixgleichungen 
beliebig kompliziert. Wir kennen keine mathematische Methode, mit der die Euler-Lagrange- 
Gleichungen fiir groBes #M sinnvoll behandelt werden konnten. Es scheint hoffnungslos, 
die Gleichungen der diskreten Raumzeit allgemein exakt losen zu wollen. 

Wegen dieser mathematischen Schwierigkeiten ist es wichtig, dafi wir zunachst eine 
anschauliche Vorstellung davon entwickeln, was die Gleichungen der diskreten Raumzeit 
iiber den fermionischen Projektor aussagen. Dazu werden wir versuchen, einen Kontakt 
zur Kontinuumsbeschreibung herzustellen. Die Motivation fiir dieses Vorgehen ist unsere 
physikalische Vorkenntnis: Wenn das Prinzip des fermionischen Projektors physikalisch 
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sinnvoll sein soli, mufi es die Kontinuumsbeschreibung der relativistischen Quantenmechanik 
als Grenzfall liefern. Dieser Grenzfall sollte sich aus den Gleichungen der diskreten Raumzeit 
direkt gewinnen lassen. Wir haben also die Hoffnung, durch eine geeignete Naherung der 
Gleichungen der diskreten Raumzeit einen Zusammenhang zu den bekannten Differentialgleichungen 
(Diracgleichung, klassische Feldgleichungen) herstellen zu konnen. 



1.2.1 Beschreibung des Vakuums 

Als erste Annaherung an die physikalischen BegrifFe des Kontinuums wollen wir iiberlegen, 
was darunter zu verstehen ist, dafi der fermionische Projektor "das Vakuum beschreibt". 
Dazu stellen wir den fermionischen Projektor in einer speziellen Eichung \xa> als Matrix 
dar, 

p+q 

{P^rix) = ^ P^"(x,y)M/'3(y) mit P^ix,y) = s^<xa\P\yp> . (1.29) 

13=1 y£M 

Um einen Zusammenhang zur Kontinuumsbeschreibung herstellen zu konnen, miissen wir 
voraussetzen, daB sich diese Gleichung sinnvoll ins Kontinuum iibertragen lafit. Dazu soil 
es ein Bezugssystem ( |1.14 ), (1.15) und eine Eichung mit den folgenden Eigenschaften 



geben: Die diskreten Raumzeitpunkte x{M) C IR'^ sollen (bzgl. der euklidischen Norm des 
IR^) in einem mittleren Abstand von der Grofienordnung der Planck-Lange angeordnet 
sein. Wir betrachten Wellenfunktionen ^'^(y), y G x{M), die sich nur auf Langenskalen 
verandern, welche sehr grofi gegeniiber der Planck-Lange sind. Solche makroskopische 
Wellenfunktionen lassen sich sinnvoll ins Kontinuum iibertragen, indem man ^{z) fiir z G 
IR'^\x(M) mit dem Funktionswert "^{y) an einem benachbarten diskreten Raumzeitpunkt 



y ^ z,y x{M) gleichsetzt. Wir fordern, daB sich (1.29) fiir makroskopische Wellenfunktionen 
in guter Naherung als Integral 



(P^rix) « E / ^ P^{x, y) ^"{y) (1.30) 



mit einer geeigneten Funktion (oder allgemeiner Distribution) Pp{x,y) auf IR^ x IR^ 
schreiben lafit. Wir werden P'p{x,y) mit dem Integralkern eines bekannten Operators des 
Kontinuums identifizieren. 

Der gerade hergestellte Zusammenhang zum Kontinuum ist mathematisch nicht ganz 
befriedigend. Wir haben offen gelassen, wie die diskreten Raumzeitpunkte genau im Min- 
kowski- Raum angeordnet sind und haben den Begriff der "makroskopischen Wellenfunktion" 
nicht sauber definiert. Der Ubergang zum Kontinuum liefie sich mathematisch noch prazisieren 
(beispielsweise als schwacher Limes einer Folge von fermionischen Projektoren und diskreten 
Raumzeiten), wir werden darauf aber bewufit verzichten. Dadurch soli hervorgehoben 
werden, daB wir uns liber Einzelheiten der Einbettung der diskreten Raumzeit ins Kontinuum 
nicht festlegen konnen. Wir miissen akzeptieren, dafi sich aus der Kontinuumsbeschreibung 
nur sehr schwache Informationen iiber den fermionischen Projektor gewinnen lassen, und 
miissen versuchen, mit dem etwas vagen Zusammenhang zwischen der diskreten Raumzeit 
und dem Kontinuum auszukommen. 

Wir fiihren fiir diesen Ubergang zum Kontinuum eine geeignete Notation ein: Wir 
schreiben 

P'{x,y) = E^PEy , (1.31) 
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wobei der Parameter e die Diskretisierungslange des Bezugssystems angibt {e also von der 
Grofienordnung der Planck-Lange) . Mit einer Matrixschreibweise in den Spinoren stimmt 
der Faktor P^{x, y) in ( [L.29D mit P^{x, y) iiberein; die Matrix Pjj{x, y) in ( 1.30| ) bezeichnen 
wir entsprechend mit P{x,y). Fiir den Ubergang von ( pr29D nach ( pOD schreiben wir 
symbolisch 

P%x,y) ^ P{x,y) (1.32) 
und bezeichnen P{x,y) als den Kontinuumslimes von P^{x,y). 



Aufbau von Diracseen 



Wir konnen nun im Kontinuum mathematisch sauber weiterarbeiten und wollen festlegen, 
wie der Kontinuumslimes P{x,y) des fermionischen Projektors konkret aussieht. Da M 
nur aus endlich vielen Punkten besteht, konnen wir im Kontinuumslimes nur ein Gebiet 
ft C IR^ von endlichem Volumen beschreiben. Da Q beliebig grofi gewahlt werden kann, 
spielt diese Einschrankung im folgenden aber keine Rolle; zur Einfachheit lassen wir sie 
ganz weg und tun so, als ware fl = IR^. 

Wir beginnen bei Spindimension 4 mit dem System von nur einer Fermionsorte mit 
Masse m. Der Kontinuumslimes des fermionischen Projektors sollte aus Losungen der 
freien Diracgleichung bestehen, es folgt 

(i^^ - m) P{x,y) = 

Genauer bauen wir P{x, y) aus alien Losungen negativer Energie auf, also 

j—:^ {Ji + m) 5{k^ - rr?) e(-A;°) g-^'^^^"^) (1.33) 

mit einer Normierungskonstanten c, auf die wir in der Einleitung nicht naher eingehen 
wollen. Wir nennen ( |1.33D einen Diracsee des Kontinuums, mathematisch ist P{x, y) 
eine temperierte Distribution. Durch das Festlegen des Kontinuumslimes haben wir iiber 
( |1.32| ) auch im fermionischen Projektor der diskreten Raumzeit einzelne Fermionzustande 
besetzt. Genauer ist P^{x, y) aus alien makroskopischen Wellenfunktionen ^°'(x) aufgebaut, 
die bei der Ubertragung ins Kontinuum in negative-Energie-Losungen der freien Diracgleichung 
iibergehen. Zusatzlich kann P^(x, y) auf Wellenfunktionen ^ projezieren, die nicht makroskopisch 
sind; iiber diese Wellenfunktionen konnen wir aber keine Aussagen machen. Wir nennen 
P^{x,y) einen Diracsee der diskreten Raumzeit. 

Die Konstruktion lafit sich unmittelbar auf Systeme mit mehreren Fermionsorten 
iibertragen: Wir unterscheiden die verschiedenen Teilchensorten durch einen Index i = 
1, . . . ,K. Die Wellenfunktionen erfiillen die Diracgleichungen (i^— m^*^)\I'^*^ = 0, dabei 
sind m(*^ die Massen der Fermionen. Wir konnen jede Fermionsorte analog zu ( |1.33| ) durch 
einen Diracsee P^*^ beschreiben. Um den fermionischen Projektor P{x, y) aufzubauen, 
kombinieren wir zwei Konstruktionselemente: Zunachst kann man die Projektoren zu 
Teilchensorten verschiedener Massen addieren. Wir wahlen also eine Zerlegung {Ia)a=i,...,B 
von {1, . . . , und bilden neue Projektoren 

P^'^Hx.y) = Y.P^^{x,y) . (1.34) 

Im zweiten Schritt setzen wir als Wellenfunktionen die direkte Summe von Diracspinoren 

an und lassen die P^^J' auf die einzelnen direkten Summanden wirken. Mit einer Matrixschreibweise 
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in den Komponenten der Wellenfunktionen haben wir dann also 

/ P^^Hx,y) \ 



P{x,y) 



V 







(1.35) 



dabei sind die Matrixeintrage selbst (4 x 4)-Matrizen. Die Spindimension ist 45, die 
Signatur {2B,2B). 

Wir bezeichnen einen fermionischen Projektor P^{x,y), der ( p.. 321 ), ( |1.35 ) erfiillt, als 
fermionischen Projektor des Vakuums. 



kurze Erlauterung der Konstruktion 

Wir wollen unsere Beschreibung des Vakuums noch etwas erlautern. Mit dem fermionischen 
Projektor des Vakuums haben wir eine speziehe Klasse von Projektoren konstruiert. Zwar 
haben wir die Form des fermionischen Projektors mit ( |1.32 ) nicht im Detail bestimmt, wir 



haben aber trotzdem viele Informationen iiber das physikalische System bei der Konstruktion 
verwendet: Mit (|1.35| ) haben wir festgelegt, aus welchen Fermionsorten das System aufgebaut 
ist. Die Beschreibung des Vakuums mit vollstandig gefiillten Diracseen ( 1.33| ) entspricht 



ganz der urspriinglichen Vorstellung von Dirac, mit welcher man das Problem der negativen 
Energiezustande der Diracgleichung beseitigen und die Paarerzeugung auf einfache Weise 
verstehen kann. Man sollte beachten, daB der Diracsee bei uns nicht nur eine formale 
Konstruktion ist, sondern daB wir die Diracseen im fermionischen Projektor als physikalische 
Realitat ansehen. Die Konstruktion fiihrt in der diskreten Raumzeit auf keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten, well die Diracseen nur aus endlich vielen Zustanden aufgebaut sind. 



Mit der Einbettung ( 1.14 ) und der Verwendung des Differentialoperators ging in die 
Konstruktion der Diracseen die Topologie und die differenzierbare Struktur des Kontinuums, 
also kurz gesagt die Lokalitat, ein. Mit den Diracmatrizen 7-^ wurde implizit die Minkowski- 
Metrik rf^ = ^{7-', 7^^} und damit letztlich die Lichtkegelstruktur, also die Kausalitat, des 
Minkowski-Raumes verwendet. 

Es widerspricht der von uns geforderten intrinsischen Formulierung der Physik in 
der diskreten Raumzeit, dafi in die Konstruktion des Vakuums die freie Diracgleichung 
und damit insbesondere die Lokalitat und Kausalitat eingeflossen sind. Darum kann die 
Beschreibung des Vakuums nur eine erste Vorbereitung fiir eine Kontinuumsbeschreibung 
sein. Wir werden nun den Kontinuumslimes allgemein konstruieren und dabei auf alle 
Strukturen des Minkowski-Raumes ganz explizit verzichten. 



1.2.2 Allgemeine Definition des Kontinuumslimes von P 

Wir gehen von einem allgemeinen fermionischen Projektor P in der diskreten Raumzeit 
(M, H, E) aus und wollen einen Zusammenhang zum Kontinuum herstellen. Als Kontinuum 
fassen wir den Minkowski-Raum im folgenden lediglich als differenzierbare Mannigfaltigkeit 
auf. Wir verzichten also auf die kausale und metrische Struktur und lassen beliebige 
Diffeomorphismen des IR^ zu. 



Anordnen der Raumzeitpunkte mit Diffeomorphismen 

Wir beginnen mit einer beliebigen Teilmenge C IR^ mit ij^M = und fassen N als die 
diskreten Raumzeitpunkte auf. Durch einen geigneten Diffeomorphismus des IR^ konnen 
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wir erreichen, dafi die Raumzeitpunkte in einer Teilmenge D N des IR^ gleichmafiig 
verteilt sind und einen mittleren Abstand in der Groi3enordnung der Planck-Lange haben. 
Etwas genauer bedeutet diese Anordnungsvorschrift folgendes: Wir bezeichnen eine Teilmenge 
A G ^ als makroskopisch, wenn ihre Ausdehnung sehr groB gegeniiber der Planck-Lange 
ist. Fiir jede makroskopische Teilmenge A sollen die Punkte NdA einen mittleren Abstand 
von der GroBenordnung der Planck-Lange haben. 

Die Begriffe "gleichmaBig verteilt" und "mittlerer Abstand" sind wieder nicht sauber 



definiert; wir verzichten analog wie im vorangehenden Abschnitt 1.2A auf eine mathematische 
Prazisierung. 

Beschreibung der Permutationssymmetrie als innere Symmetrie 

Nachdem wir die diskreten Raumzeitpunkte in eine fiir den Kontinuumslimes sinnvolle 
relative Lage gebracht haben, miissen wir mit einer Bijektion 

X : M ^ A CIR^ (1.36) 

ein Bezugssystem festlegen. Leider ist x nur bis auf Permutationen bestimmt; wir konnen 
also gemaB 

X ^ xoa , cr G S{M) (1.37) 

zu einer anderen Bijektion iibergehen, dabei bezeichnet S{M) die Gruppe der Permutationen 
in M. 

Die Freiheit in der Wahl der Abbildung x lafit sich als innere Symmetrie umschreiben: 
Wir definieren in einer Eichung \xa> die unitaren Operatoren U{a), a S S{M) durch 

x<^M a=l 

Sie bilden die Unterraume Ex{H) C H isometrisch in E^(^^-^{H) ah. Aus der Pseudo- 
Orthonormalitat (|1.16| ) folgt 

U{a)U{(T) = Sa\a{y) a> 6y^^^^) <xa\ 

x,y(iM 

= ^ Sa\{(y ° (y){x) a><xa\ = U{aa) , 

xGM 

so dafi U eine unitare Darstellung von S{M) auf H ist. Aufierdem haben wir 



Folglich konnen wir das Verhalten von Ex unter Permutationen ( 1.37 ) auch beschreiben, 
indem wir alle Operatoren auf mit U{a) unitar transformieren. Der fermionische Projektor 
verhalt sich dabei nach der Formel 



P U{a)-^PU{a) 



Gemafi dieser Konstruktion sind alle Bijektionen ( [1.36 ) unitar Equivalent, so dafi wir 



uns ohne Einschrankung willkiirlich fiir ein x entscheiden konnen. 
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Einschrankung auf makroskopische Wellenfunktionen 

Nach diesen Vorbereitungen lafit sich der Kontinuumslimes ganz analog wie fiir das Vakuum 
durchfiihren: Wir definieren makroskopische Wellenfunktionen ^ durch die Bedingung, 
daB ^^{y) im Bezugssystem ( 1.36 ) nur auf Langenskalen variiert, die sehr groB gegen die 



Planck-Lange sind. Die Matrix 

P%x,y) = E^PEy (1.38) 

kann bei Einschrankung auf makroskopische Wellenfunktionen sinnvoll ins Kontinuum 
iibertragen werden und geht in den Integralkern eines geeigneten Operators iiber. Wir 
schreiben symbolisch 

P'{x,y) ^ P{x,y) (1.39) 
und bezeichnen P(x, y) als Kontinuumslimes des fermionischen Projektors. 

kurze Diskussion, Ableitung des Aquivalenzprinzips 

Wir wollen die Konstruktion des Kontinuumslimes kurz diskutieren. Die Menge wurde 
zu Beginn willkiirlich vorgegeben. Dies ist keine Einschrankung, well die relative Lage 
der diskreten Raumzeitpunkte mit Diffeomorphismen beliebig verandert werden kann. 
Aufierdem hangt die Definition des Kontinuumslimes von der Wahl des Koordinatensystems 



und der Bijektion ( 1.36 ) ab, was durch den Index symbolisch angezeigt wird. Das 
willkiirliche Herausgreifen einer Bijektion x ist nach der Beschreibung der Permutationssymmetrie 
als innere Symmetrie ebenfalls keine Einschrankung. 

Folglich hangt der Kontinuumslimes letztlich nur von der Wahl des Koordinatensys- 
tems ab. Als einzige Bedingung haben wir dabei die Anordnungsvorschrift zu erfiillen. 
Wir haben also die Freiheit, im IR^ Diffeomorphismen durchzufiihren, falls die diskreten 
Raumzeitpunkte auch in den neuen Koordinaten gleichmaBig mit mittlerem Abstand in der 
GroBenordnung der Planck-Lange angeordnet sind. Insbesondere konnen wir makroskopische 
Koordinatentransformationen, also Transformationen x y{x) mit makroskopischen Funktionen 
y*, durchfiihren. Da man sich in der Allgemeinen Relativitatstheorie bei einem Wechsel 
des Bezugssystems auf makroskopische Transformationen beschranken kann, folgt die 
Invarianz des Kontinuumslimes unter allgemeinen Koordinatentransformationen, also das 
Aquivalenzprinzip . 

Es ist wichtig zu beachten, daB die Freiheiten in der Koordinatenwahl mit den makroskopischen 
Koordinatentransformationen noch nicht erschopft sind. Zusatzlich sind viele nicht-makroskopische 
Koordinatentransformationen zulassig, beispielsweise solche, welche die diskreten Raumzeitpunkte 
permutieren. Wenn unsere Beschreibung physikalisch sinnvoll sein soil, miissen wir solche 
Koordinatentransformationen ausschlieBen konnen. Dazu muB P die Permutationssymmetrie 
vollstandig brechen, und es mufi (bei gegebenem P) eine kanonische Wahl der Bijektion 
( |l.36| ) geben. Darauf werden wir nach expliziterer Untersuchung des fermionischen Projektors 
auf Seite ^ zuriickkommen. 

Insgesamt kommen wir zu dem Schlufi, daB das Prinzip des fermionischen Projektors 
im Kontinuumslimes auf jeden Fall das Aquivalenzprinzip liefert. Die lokale Struktur des 
Kontinuums erhalt man aber nur unter Annahme zusatzlicher Bedingungen an P. Um die 
Lokalitat konsistent zu begriinden, werden wir diese zusatzlichen Bedingungen aus den 
Gleichungen der diskreten Raumzeit ableiten miissen. 
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1.2.3 Die Methode der Storung des Vakuums 

Fiir eine zweckmafiige physikalische Beschreibung ist es oft giinstig, ein System (z.B. 
wenige, schwach gekoppelte Fermionen) als eine Storung des Vakuums aufzufassen. Aus 
diesem Grund wollen wir den Kontinuumslimes eines allgemeinen fermionischen Projektors 
P auf unsere Beschreibung des Vakuums zuriickfiihren. Zur Einfachheit beschranken wir 



uns auf ein System ( 1.33 ) mit einem Diracsee, die Konstruktion lai3t sich aber unmittelbar 
auf zusammengesetzte Systeme (|1.35| ) iibertragen. 

Wir gehen aus von einem Bezugssystem ( 1.14 ), ( 1.15| ). Es gibt einen fermionischen 



Projektor P, der in diesem Bezugssystem das Vakuum beschreibt {P erhalt man beispielsweise 
durch Regularisierung der Distribution P{x, y)). Wir wahlen makroskopische Wellenfunktionen 
^'i, . . . , und $1, . . . , die im Kontinuum in positive- bzw. negative-Energie-Losungen 
der freien Diracgleichung 

- m) = (z^ - m) = 

iibergehen. Wir setzen Y = Im P, also P = Py- Nach den Uberlegungen in Abschnitt [L2l| 
sind die negativen-Energie-Losungen $j im Diracsee P^{x, y) enthalten, also . . . , <I>a € 
Y . Folglich konnen wir mit 

P := Py + P<^,,...,^f> - P<*i,...,*.> (1.40) 

im Diracsee a Locher erzeugen und / Fermionen hinzufiigen, P ist ebenfalls ein Projektor. 
Im nachsten Schritt fiihren wir eine beliebige unitare Transformation des Projektors durch, 
also 

P := U P U* mit einem unitaren Operator U auf H . (1-41) 

Wir bezeichnen P als gestdrten fermionischen Projektor und nennen die Konstruktion 
( |1.40| ), ( |1.41| ) die Methode der Storung des Vakuums. 

Wir miissen uns davon iiberzeugen, dafi mit der Methode der Storung des Vakuums 
tatsachlich jeder fermionische Projektor P gebildet werden kann: Es sei ein fermionischer 
Projektor P gegeben. Wir wahlen als Bezugssystem die Bijektion ( |1.36| ) aus der Definition 
des Kontinuumslimes und bilden einen zugehorigen fermionischen Projektor P des Vakuums. 
Der Rang der Projektoren P, P wird i.a. verschieden sein, Rg P ^ Rg P. Durch geeignetes 
Erzeugen von Lochern oder zusatzlichen Zustanden konnen wir aber erreichen, dafi Rg P = 
Rg P ist. Dann sind P, P unitar aquivalent. 

nichtlokale Storungen des Diracoperators 

Wir untersuchen nun, wie sich die Methode der Storung des Vakuums im Kontinuum 
beschreiben laBt: Die Definitionsgleichung (1.40) geht im Kontinuumslimes bei geeigneter 



Normierung der Wellenfunktionen (auf die wir in der Einleitung wieder nicht 

eingehen) in die Distributionsgleichung 

/ " _ 

P{x,y) = P{x,y) + J2^jix)^j{y) - ^ $,(x) cD,(y) (1.42) 



iiber. Die unitare Transformation ( 1.41 ) iibersetzt sich in der Form 

P = UPU* (1.43) 
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mit einem geeigneten unitaren Operator U des Kontinuums, dabei bezeichnen P und P 
die Operatoren mit Integralkernen P{x,y) bzw. P{x,y). 

Die Transformation ( 1.43| ) lafit sich alternativ auch als Stoning des Diracoperators 



umschreiben: Die Distribution P{x, y) erfiillt die Diracgleichung 

{i(f)^ - m) P{x,y) = 
Mit ( p.. 43 ) folgt fiir den Kontinuumslimes des gestorten fermionischen Projektors 

U{i^-m)U-^ P = 
Diese Gleichung kann mit der Abkrirzung B := U{i(^)U~^ — auch in der Form 

{i^ + B-m)P = (1.44) 
geschrieben werden. Der Operator B ist i.a. nichtlokal, er lai3t sich als Integraloperator 

{B-^){x) = j (fy B{x,y)-^{y) (1.45) 

mit einer geeigneten matrixwertigen Distribution B{x,y) ausdriicken. 

ein erster Kontakt zu klassischen Feldgleichungen 

Wir haben die Methode der Storung des Vakuums fiir einen allgemeinen fermionischen 
Projektor P durchgefiihrt. Diese Allgemeinheit ist allerdings nur von theoretischem Interesse: 
Die Methode der Storung des Vakuums ist niitzhch, weil sich damit der fermionische 
Projektor um das Vakuum entwickeln lai3t. Eine solche Entwicklung ist aber nur sinnvoh, 
wenn P wirklich als "Storung" des Vakuums angesehen werden kann, also wenn die Anzahl 
/, a der Fermionen nicht zu groB ist und wenn sich U nur wenig von der Identitat 
unterscheidet. Wir werden spater sehen, daB wir uns in realistischen Situationen tatsachlich 
auf den Fall beschranken konnen, daB der Operator U—1 (in einer dann naher spezifizierten 
Weise) klein ist. 

Die Vorstellung einer kleinen Storung in ( |1.41 ) vereinfacht auch die physikalische 



Begriffsbildung. Man kann dann namlich auch fiir den gestorten fermionischen Projektor 



von "Diracseen" sprechen und ( 1.40 ) als Einfiihrung von / Fermionen und a Antifermionen 
in das System interpretieren. Wir wollen mit dieser Vorstellung versuchen, einen ersten 
Zusammenhang zwischen den Gleichungen der diskreten Raumzeit und klassischen Feldgleichungen 
herzustellen. Im ersten Schritt betrachten wir die Situation in der diskreten Raumzeit: 
Wir nehmen an, dafi ein fermionischer Projektor P des Vakuums die Euler-Lagrange- 
Gleichungen eines geeigneten Variationsprinzips erfiillt. Nach Einfiihrung von Fermionen 
und Antifermionen gemafi ( |1.4[)| ) werden diese Gleichungen i.a. verletzt sein. Damit auch 
das erhaltene Vielfermionsystem die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt, muB P geeignet 
modifiziert werden. Um nicht zusatzliche Fermionen in das System einzufiihren, muB 



diese Storung die Form einer unitaren Transformation (1.41) haben. Wir erwarten, daB 
P fiir geeignetes U eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist; die genaue Form 
der Transformation ( 1.41] ) in Abhangigkeit von den Fermionen in ( |1.40 ) wird durch die 



spezielle Form des Variationsprinzips festgelegt. Durch die unitare Transformation werden 
auch die Wellenfunktionen beeinfluBt, was schliefilich als eine Wechselwirkung der 

Fermionen interpretiert werden kann. 
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Im nachsten Schritt untersuchen wir, wie sich diese Wechselwirkung im Kontinuum 
beschreiben lafit: Die Einfiihrung der Fermionen und Antifermionen zeigt sich in ( |L4^ ) im 



Auftreten klassischer Wellenfunktionen. Die unitare Transformation kann gemaB ( |1.44 ) als 



Storung des Diracoperators geschrieben werden. Fiir sinnvolle Gleichungen der diskreten 
Raumzeit mufi diese Storung lokal sein. Genauer muB aus den Euler-Lagrange-Gleichungen 
die Bedingung 

B = i (g\x) - 7^) ^ + B{x) (1.46) 

folgen, so dai3 sich der Diracoperator in ( |l.44| ) auf (|l.6| ) reduziert. Wenn wir dies im 
Moment einfach annehmen, hefern die Gleichungen der diskreten Raumzeit einen Zusammenhang 
zwischen den Wellenfunktionen in ( |1.42| ) und den bosonischen Potentialen im Diracoperator 
( |1.6D . Genau dieser Zusammenhang mufi auch durch die klassischen Feldgleichungen gegeben 
sein. Man beachte, dafi wir durch die unitare Transformation ( 1.43| ) in einem Schritt 



sowohl die klassischen Bosefelder einfiihren als auch die Ankopplung dieser Felder an die 
Fermionen beschreiben. 

Der Zusammenhang zu den klassischen Feldgleichungen ist im Moment sehr qualitativ. 



Bevor wir ihn in Abschnitt 1.2.5 prazisieren konnen, miissen wir im nachsten Abschnitt 
untersuchen, wie sich die Gleichungen der diskreten Raumzeit ins Kontinuum iibertragen 
lassen. 

1.2.4 Asymptotische Entwicklung 

Nachdem wir fiir den fermionischen Projektor eine Kontinuumsbeschreibung eingefiihrt 
haben, kommen wir zu der Frage, wie fiir zusammengesetzte Ausdriicke in P, ein 
sinnvoller Kontinuumslimes gebildet werden kann. Wir werden dieses Problem in der 



Einleitung nur am Beispiel der Euler-Lagrange-Gleichungen ( 1.27 ), ( |1.28| ) diskutieren; die 
meisten Konstruktionen lassen sich aber fiir andere Gleichungen ahnlichen Typs ganz 
analog durchfiihren. 

Wir betrachten einen allgemeinen fermionischen Projektor P. Der Operator Q, ( 1.28| ), 
hat in einem speziellen Bezugssystem die Form 

Q'{x,y) = E^QEy = P'{x,y)P'{y,x)P'{x,y) . (1.47) 

Als ersten Ansatz zur Kontinuumsbeschreibung konnte man versuchen, einfach die Faktoren 



in ( 1.47 ) durch ihren Kontinuumslimes ersetzen. Der sich ergebende Ausdruck 

P{x,y)P{y,x)P{x,y) (1.48) 

ist aber mathematisch nicht sinnvoll, wie man schon fiir den fermionischen Projektor des 
Vakuums sieht: Im Vakuum ist P(x, y) gemafi ( |1.33|), (|1.35| ) eine temperierte Distribution. 
Bei expliziter Ausfiihrung des Fourierintegrals in ( |1.33D erhalt man Beitrage der Form 

5'{{y-xf) , 5{{y-xf) , , , (1.49) 



(y - xY ' {y -x] 



dabei ist (y — x)^ = (y — x)j {y — x)^; die Distributionen {y — x)~^ und {y — x)"^ sind als 
Hauptwert bzw. Ableitung des Hauptwertes definiert. Folglich besitzen die Distributionen 
P{x,y), P{y,x) auf dem Lichtkegel, also fiir {y — x)^ = 0, Singularitaten und Pole; sie 
konnen nicht wie in ( |1.48| ) miteinander multipliziert werden. 
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Wir konnen erwarten, dafi sich dieses mathematische Problem bei sorgfaltigerer Bildung 
des Kontinuumslimes beheben laBt. Trotzdem sollten die Singularitaten auf dem Lichtkegel 
auch bei einer genaueren Analyse eine entscheidende Rolle spielen: Der fermionische Projektor 
P^{x,y) ist eine Diskretisierung der Distribution P{x,y) auf der Skala der Planck-Lange. 
Die Singularitaten von P{x,y) zeigen sich in der diskreten Raumzeit darin, daB P^{x,y) 
auf dem Lichtkegel Werte von der Grofienordnung ~ £~p annimmt. Die Exponenten p kann 
man fiir die verschiedenen Beitrage in ( |1.49| ) mit einem Skalierungsargument bestimmen, 

P%x,y) ^ e-^ fur _ a;)^), (y _ x)"^ 

P%x,y) e-^ fiir 6{{y - xf), {y - x)''^ 

Bei der Bildung von Q'^{x, y) konnen wir die Exponenten pj der einzelnen Faktoren P^ in 
( |1.47| ) addieren, also symbolisch 

Q%x,y) ~ e""? mit q = Pi + P2 + P3 

Fiir iibliche physikalische Systeme ist die Planck-Lange um viele Grofienordnungen kleiner 
als alle anderen Langenskalen des Systems. Folglich erwarten wir, daB die Beitrage ~ zu 
P^ , mit hohen Exponenten p wesentlich grofier als diejenigen mit niedrigen Exponenten 
sind. Genauer sollte jeder zusatzliche Faktor e die Beitrage um einen dimensionslosen 
Faktor 

Planck-Lange 

Planck-Lange x Energie oder (1.50) 

Fermi-Lange 

abschwachen. Da ( |1.50| ) bei typischen Energieskalen von der Grofienordnung < lO^^'^ ist, 
scheint es eine sehr gute Naherung zu sein, die Beitrage zu niedrigeren Exponenten ganz 
zu vernachlassigen. 

Um diese Uberlegung mathematisch zu prazisieren, miissen wir e als variablen Parameter 
auffassen und den Grenzfall e — > untersuchen: Wir bilden fiir beliebiges e eine Regularisierun^ 
P^{x,y) auf der Langenskala e. Fiir einen bestimmten Wert e in der Grofienordnung der 
Planck-Lange soil P^{x,y) der physikalische fermionische Projektor sein, fiir alle anderen 
Werte von e sehen wir nur als mathematische Hilfskonstruktion an. Wir bilden die 
Operatoren und die Kommutatoren [P'^jQ^]. Im Limes £ ^ treten in Q^, [P^,Q^] 
Divergenzen auf. Genauer konnen wir eine Entwicklung nach der Polordnung durchfiihren 

Q%x,y) = i-g(0)(x,y) + _l_Q(i)(x,y) + ... (1.51) 

[P',Q']{x,y) = l.E(^Hx,y) + -^E(^\x,y) + ■■■ , (L52) 

dabei sind Q^^\x, y), E^^\x, y) temperierte Distributionen. Wir nennen diese Entwicklung 
asymptotische Entwicklung. 

die Plancknaherung 

Da e fiir den physikalischen fermionischen Projektor ein sehr kleiner Parameter ist, sind 
die Reihen ( |1.51| ), (1.52) paritatisch geordnet, d.h. 



lQW»^gw»... , i-i?(o) » J_i^(i) » ... 

Wir nutzen dies fiir eine Naherung der Euler-Lagrange-Gleichungen aus: Die Operatoren 
E^^^ han gen von den Fermionen und dem Storoperator B ab, also symbolisch E^^^ = 
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E^^\'^,B]. In der Euler-Lagrange-Gleichung [P'^,Q^] = muB der fiihrende Beitrag von 



1.52) fast verschwinden, wir setzen naherungsweise 

^(o)[^-,S] = . (1.53) 



Fiir den nachsten Summanden in ( 1.52 ) mufi man beriicksichtigen, daB man durch sehr 



kleine Storungen von E^^^ Beitrage in E^^^ kompensieren kann. Man erhalt so die Bedingung 

E(')[-i>,B] = A.E(^)[^i>,B + XBi]\x=o (1-54) 



mit einem frei wahlbaren Operator Bi. Fiir alle weiteren Summanden in ( 1.521) geht man 



analog vor; allgemein konnen Beitrage in E^''^ durch sehr kleine Storungen in 
kompensiert werdenQ. Wir nennen die verwendete Naherung Planckndherung und die 
Gleichungen ( |1.53| ), ( |1.54| ), u.s.w. die Gleichungen der Plancknaherung. Die Gleichungen 
der Plancknaherung sind als Distributionsgleichungen im Kontinuum wohldefiniert; sie 
lassen sich wesentlich einfacher als die Euler-Lagrange-Gleichungen der diskreten Raumzeit 
analysieren. Die relativen Fehler der Plancknaherung sind von der Grofienordnung ( |1.50| ) 
und folglich kleiner als die Mefigenauigkeit in iiblichen Experimenten. 

Vergleich zur Renormierung 

Wir wollen die Konstruktion der asymptotischen Entwicklung kurz diskutieren. Nach dem 
Prinzip des fermionischen Projektors sollten wir von den Operatoren P, E^ ausgehen 
und daraus den Kontinuumslimes ableiten. Bei der asymptotischen Entwicklung sind 
wir aber genau umgekehrt vorgegangen: wir haben mit dem Kontinuumslimes P{x, y) 
begonnen und daraus durch Regularisierung den fermionischen Projektor P'^{x,y) der 
diskreten Raumzeit gebildet. Der Grund fiir dieses Vorgehen ist rein technischer Art: 
Die asymptotische Entwicklung macht nur Sinn, wenn e ein variabler Parameter ist. Wir 
miissen also eine ganze Familie (-P^)£g(o,eo) von fermionischen Projektoren betrachten, was 
nur durch Regularisierung von P{x, y) realisiert werden kann. 

Es ist wichtig zu beachten, daB wir trotz dieser Konstruktionsmethode am Prinzip 
des fermionischen Projektors festhalten. Wir sehen eine spezielle Diskretisierung von 
P{x, y) als das fundamentale physikalische Objekt an, allerdings konnen wir iiber Einzelheiten 
der Regularisierung keine Aussagen machen. Dieses indirekte Vorgehen bei der asymptotischen 
Entwicklung ist nur dann sinnvoll, wenn es auf das Regularisierungsverfahren letztlich 
nicht ankommt. Die eigentliche Schwierigkeit wird darin bestehen zu zeigen, daB die mit der 
asymptotischen Entwicklung abgeleiteten Ergebnisse von Einzelheiten der Regularisierung 

''Um diese Gleichungen formal abzuleiten, setzt man den Storoperator B als Potenzreihe in e an, 

Be = B + eBi+e^B2 + --- 

Fur die Operatoren ij'-*' erhalt man mit einer Taylorentwicklung 

+ y ^S<''[*,B + ASi]|;.=o + -^E<-^'>[<f,B + \B2]^x=o + ■■■ 



Man setzt diese Entwicklungsformeln in die Reihe ( 1.52 ) ein und fordert, dafi die Beitrage jeder Ordnung 



in verschwinden. Die Storoperatoren Bi,B2, ■ ■ ■ treten wegen e ^ 1 nicht als physikalische Storungen 
in Erscheinung. Sie konnen ahnlich wie Lagrangesche Multiplikatoren beliebig sein und schwachen die 
Bedingungen an die Operatoren £''■-'' [^f, S] ab. 



24 



unabhangig sind. Wir bemerken, dafi wir fiir die Konstruktion von zur technischen 
Einfachheit nicht mit Diskretisierungen der Raumzeit, sender n mit Regular isierungen 
im Kontinuum arbeiten werden. Genauer werden wir die Distributionen durch Faltung 
regularisieren, also 

P^{x,y) := {P * rii;){x,y) mit einer glatten Funktion r^e 

Das technische Vorgehen bei der asymptotischen Entwicklung hat Ahnlichkeit mit 
der Renormierung der Quantenfeldtheorie. Dort fiihrt man auch eine Regularisierung 
ein, beispielsweise durch Diskretisierung der Theorie auf einem Gitter mit Gitterlange 
e. Anschliefiend zeigt man, daB die Regularisierung (bei gleichzeitiger Umskalierung der 
nackten Massen und Kopplungskonstanten) entfernt werden kann, was im Beispiel des 
Gitters dem Limes e — > entspricht. Im Gegensatz zum Renormierungsprogramm fiihren 
wir aber den Grenziibergang e ^ nicht durch, sondern sehen eine auf der Langenskala 
der Plancklange regularisierte Theorie als die physikalische Theorie an. Dieser Unterschied 
hat zur Folge, daB wir auch physikalisch meBbare Grofien mit der Diskretisierung in 
Verbindung bringen konnen. Insbesondere werden wir sehen, dafi die Gravitationskonstante 
mit der Langenskala e der Diskretisierung verkniipft ist, und konnen e mit der Planck- 
Lange ausdriicken. 



1.2.5 Qualitative Beschreibung einiger Ergebnisse 

In den vorangehenden Abschnitten haben wir die Methoden bereitgestellt, mit denen die 
Euler-Lagrange-Gleichungen im Kontinuumslimes untersucht werden konnen. Schematisch 
miissen wir nun folgendermafien vorgehen: Zunachst mufi der Kontinuumslimes P{x, y) 
des gestorten fermionischen Projektors fiir moglichst allgemeine Storoperatoren B explizit 



berechnet werden. Dazu konstruiert man Losungen der nichtlokalen Diracgleichung ( 1.44 ). 
Nach Regularisierung der Distributionen P(x, y) kann die asymptotische Entwicklung 
( |l.5l| ), ( |l.52| ) durchgefiihrt werden. Anschliefiend untersucht man die Gleichungen der 
Plancknaherung. Auf diese Weise hat man die Gleichungen der diskreten Raumzeit letztlich 
in Kontinuumsgleichungen in den Parametern umgeschrieben. 

Dieses Programm ist allgemein genug gefafit, um neben einer expliziten Ableitung 
klassischer Feldgleichungen auch die noch offen gebliebenen theoretischen Fragen zu beantworten. 
Genauer miissen wir noch die Lokalitat und Kausalitat des Kontinuums konsistent aus 
dem Prinzip des fermionischen Projektors begriinden. Aufierdem stellt sich die allgemeine 
Frage, warum die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in lokale 
Differ entialgleichungen lib er gehen . 

Die Berechnung von P{x,y) und die asymptotische Entwicklung sind zu umfangreich, 
um in der Einleitung im Detail dargestellt zu werden. Darum miissen wir in der folgenden 
Diskussion auf spatere Ergebnisse Bezug nehmen. 



Lokalitat der Storungen des Diracoperators 

In der Diracgleichung (1.44) tritt ein allgemeiner nichtlokaler Storoperator B auf. In 
Anhang G wird (fiir die eigentlich interessante Wirkung ( |1.66| )) gezeigt, dafi der Operator 
B fiir alle Losungen der Gleichungen der Plancknaherung die Form einer lokalen 

Storung ( |l.46| ) hat. Dieses Ergebnis lafit sich auch in unserem Beispiel ( 1.2£| ) einsehen: 
Die Singularitaten des formalen Produkts ( |1.48 ) auf dem Lichtkegel bedeuten in der 
diskreten Raumzeit, dafi der Operator Q^{x,y) seinen Hauptbeitrag auf wenige Punkte 
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(x, y) (namlich die Punkte in unmittelbarer Nahe des Lichtkegels) konzentriert. Eine solche 
Situation ist fiir das Variationsprinzip in dem Sinne stabil, daB sie bei durch die Euler- 
Lagrange-Gleichungen zugelassenen Storungen von P erhalten bleibt. Ausgedriickt im 
Kontinuumslimes diirfen die Storungen des Diracoperators also die Singularitaten von 
P{x, y) auf dem Lichtkegel nicht zerstoren. Bei nichtlokalen Storungen des Diracoperators 
werden diese Singularitaten aber "ausgeschmiert" und verschwinden schlieBlich, wie man 
an expliziten Rechnungen sieht. 

Wir miissen noch prazisieren, unter welchen Voraussetzungen das Ergebnis von Anhang 
G anwendbar ist und beschreiben dazu gleich allgemein, wie der Storoperator B in dieser 
Arbeit behandelt wird: Wir fiihren zunachst eine Stdrungsentwicklung nach B durch. 
Im Rahmen der asymptotischen Entwicklung konnen wir die Beitrage zu Q^^\ E^^^ in 
beliebiger Ordnung in B berechnen und alle Beitrage explizit aufsummieren. Auf diese 
Weise kommen wir schlieBlich zu nicht-perturbativen Ergebnissen. Die einzige Einschrankung 
fiir diese Methode besteht darin, daB die asymptotische Entwicklung sinnvoll sein mufi. 
Der Storoperator B mufi also so gewahlt werden, daB in ( 1.51| ), ( |1.52| ) die Beitrage hdherer 



Ordnung in e stark abfallen. Fiir lokale Storungen ( |1.46D ist dies keine Einschrankung, 
da dann P{x,y), wie wir gerade beschrieben haben, Singularitaten auf dem Lichtkegel 
besitzt. Der nichtlokale Anteil der Storung des Diracoperators mufi aber (in einer nicht 
genau spezifizierten Weise) klein sein. 

die Lokalitat und Kausalitat des Kontinuums 

Mit der Lokalitat des Storoperators B konnen wir die lokale und kausale Struktur des 
Kontinuums intrinsisch aus dem Prinzip des fermionischen Projektors begriinden: Als 
Folge der Lokalitat von B besitzt P{x, y) Singularitaten auf einem Lichtkegel (im Fall mit 
Gravitation ist dies der Lichtkegel der Lorentzmetrik). In der diskreten Raumzeit ist der 
Hauptbeitrag des Operators Q'^{x,y) folglich auf die Punkte {x,y) in unmittelbarer Nahe 
des Lichtkegels konzentriert. Wir konnen also zu gegebenem x £ M intrinsisch diejenigen 
Punkte y € M auszeichnen, die in unserem Bezugssystem in unmittelbarer Nahe des 
Lichtkegels um x G IR^ zu liegen kommen. In diesem Sinne kann man aus Losungen 
der Euler-Lagrange-Gleichungen die Lichtkegelstruktur und damit die Topologie, also die 
Kausalitat und Lokalitat, konstruieren. 

Zur Deutlichkeit erlautern wir diese intrinsische Konstruktion der Kausalitat und 
Lokalitat mit den Begriffen von Abschnitt 1.2.2| : Wir geben eine Losung P der Euler- 



Lagrange-Gleichungen und eine Menge N C IR^ von diskreten Raumzeitpunkten vor, 
welche die Anordnungsvorschrift erfiillen. Dann konnen wir die Wahl der Bijektion (|l3|) 



durch die Bedingung weitgehend festlegen, dafi der Operator Q'^{x, y) seinen Hauptbeitrag 
beziiglich einer beliebigen kausalen Struktur in unmittelbarer Umgebung des Lichtkegels 
konzentriert. Wenn wir die Bijektion ( 1.361 ) festhalten (was wir nach dem Umschreiben der 



Permutationssymmetrie als innere Symmetric ohne Beschrankung tun konnen), lafit sich 

diese zusatzliche Bedingung auch als Einschrankung fiir die Wahl des Koordinatensystems 

auffassen. Insbesondere konnen wir dann i.a. keine Koordinatentransformationen durchfiihren, 

bei welchen die Raumzeitpunkte N permutiert werden. Neben makroskopischen Koordinatentransformationen 

sind nur noch mikroskopische Koordinatentransformationen x y{x) moglich, bei denen 

die Funktionswerte y^{x)—x^ von der Grofienordnung der Planck-Lange sind. Da mikroskopische 

Koordinatentransformationen fiir die Kontinuumsbeschreibung irrelevant sind, konnen wir 

uns also tatsachlich auf die makroskopischen Diffeomorphismen der Allgemeinen Relativitatstheorie 

beschranken. 
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Da diese Argumentation nur unter der Voraussetzung einer "kleinen" Nichtlokalitat von 
B zulassig ist, erhalten wir fiir die intrinsische Konstruktion der Lokalitat und Kausalitat 
die folgende Einschrankung: Wir gehen von einem fermionischen Projektor P des Vakuums 
aus. Sein Kontinuumslimes besitzt wegen (|1.35| ) Singularitaten auf dem Lichtkegel. Bei 
Einfiihrung von Fermionen gemai3 ( |1.40| ) bleiben die Singularitaten auf dem Lichtkegel 



nach ( 1.42 ) erhalten, so dafi die asymptotische Entwicklung sinnvoll ist. Nun betrachten wir 



eine stetige Schar unitarer Transformationen U (r) mit C/(0) = 1 und bilden die Variation 

P(r) = U{t)PU{t)-^ 



des fermionischen Projektors. Im Kontinuum geht P in eine Variation der Form ( |1.43 ) oder 



Equivalent, in eine Variation B{t) der Storung des Diracoperators iiber. Wir nehmen an, 
daB die Projektoren P{t) (bis auf Beitrage von der GroBenordnung der Wellenfunktionen 
^) die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillen. Dann mufi B{t) eine Schar lokaler Operatoren 
sein (man beachte, dafi wir fiir dieses "Stetigkeitsargument" mit beliebig kleinen nichtlokalen 
Beitragen zu B{t) auskommen). Folglich bleiben die Singularitaten von P{x,y) auf dem 
Lichtkegel erhalten, so dafi die asymptotische Entwicklung fiir beliebiges r giiltig bleibt. 
Wir konnen die intrinsische Konstruktion der Lokalitat und Kausalitat also fiir alle fermionischen 
Projektoren P anwenden, die man auf die gerade beschriebene Weise als stetige Deformation 
P{t), -P(O) = P von Losungen P{t) der Gleichungen der diskreten Raumzeit bilden kann. 
Damit scheinen alle physikalisch interessanten Falle abgedeckt zu sein. Wir konnen aber 
nicht ausschliefien, dafi es weitere Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen gibt, die 
moglicherweise eine ganz andere Struktur als die von uns durch Variation konstruierten 
fermionischen Projektoren besitzen. 

die klassischen Gleichungen sind DifFerentialgleichungen 

Aus der gerade begriindeten lokalen und kausalen Struktur des Kontinuums folgt noch 
nicht unmittelbar, dafi die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in 
kausale Differentialgleichungen iibergehen. Wir wollen den Zusammenhang nun etwas 
genauer beschreiben. 

Wir erklaren zunachst, warum man Differentialgleichungen erhalt: Aus ( 1.44| ) und 



der Lokalitat der Storung B folgt unmittelbar, dafi die Wellenfunktionen der Fermionen 
Losungen einer Diracgleichung mit Diracoperator ( |1.6D sind. Die klassischen Feldgleichungen 
(z.B. die Maxwell- und Einsteingleichungen) miissen aus der asymptotischen Entwicklung 
der Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet werden. Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind 
in dem Sinne nichtlokale Gleichungen, dafi darin die Operatoren P^(x,y),Q'^{x,y) auch 
fiir makroskopisch entfernte Raumzeitpunkte x, y eingehen. Darum ist die Lokalitat des 
Kontinuumslimes nicht offensichtlich. Wir geben ein allgemeines Argument fiir Differentialgleichungen: 
In der Distribution P{x,y) treten Beitrage in den Storpotentialen (G^ —1'^), B und deren 
partiellen Ableitungen auf. Genauer hat die Abhangigkeit von den Potentialen die Form 
konvexer Linienintegrale, also als typisches Beispiel 



P(x,y) = / da {aB){ay + {1 - a)x) ••• + 
Jo 



In dem regularisierten Produkt Q^{x,y) treten ebenfalls solche Linienintegrale auf. Die 
fiihrenden Divergenzen der Euler-Lagrange-Gleichungen fiir e ^ treten in Q'^{x,y) am 
Ursprung, also fiir x = y auf. Damit reduzieren sich die konvexen Linienintegrale auf lokale 
Beitrage in den Potentialen und deren Ableitungen. Die Beitrage der Fermionen (also die 
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Dirac-Strome und fermionischen Energie-Impuls-Tensoren) zu Q^{x,y) sind zu fiihrender 
Divergenz ebenfalls am Ursprung lokalisiert. Insgesamt erhalt man lineare Relationen 
zwischen diesen Tensor feldern, also klassische Differentialgleichungen. 

Fiir die Kausalitat des Kontinuumslimes der Euler-Lagrange-Gleichungen haben wir 
keine allgemeine Begriindung. Man kann sich aber fiir die Diracgleichung und die klassischen 
Feldgleichungen wie iiblich durch Konstruktion einer retardierten Greensfunktion von der 
Kausalitat iiberzeugen. 



die klassischen Feldgleichungen fiir dynamische Eichfelder 

Wir schlieBen die allgemeinen Uberlegungen zur Lokalitat und Kausalitat des Kontinuumslimes 
ab und wollen nun etwas konkreter auf die Ableitung der klassischen Feldgleichungen 
eingehen. Dazu werden wir an verschiedenen Storoperatoren B die Ergebnisse spaterer 
Rechnungen anschaulich beschreiben. 

Wir beginnen mit dem Fall = 7-' ohne Gravitationsfeld, also einem allgemeinen 
lokalen Potential B = B{x). Wie in Kapitel || genau erklart wird, kann die Distribution 
P{x,y) als Losung der Diracgleichung ( |1.44 ) explizit berechnet werden. Bei Durchfiihrung 



der asymptotischen Entwicklung treten in E^^'^ Ausdriicke in den Wellenfunktionen ^, 
dem Potential B und dessen partiellen Ableitungen d'^B auf, wobei 7 einen Multiindex 
bezeichnet. Wir konnen diese Ausdriicke jeweiligen Operatoren E^^^ zuordnen: Die Dirac- 
Strome und fermionischen Energie-Impuls-Tensoren treten erstmals in E^"^^ bzw. E^'^^ auf. 
Die Terme der Form 

5715 ... 9>5 (1.55) 

sind im Operator E^^^ mit 

p 

j = p-l + J2hk\ (1.56) 

fc=i 

zu finden. Folglich kommen die (Noether-)Strome und Energie-Impuls-Tensoren der klassischen 
Bosefelder in den gleichen Operatoren wie die entsprechenden fermionischen Ausdriicke 



vor, was sinnvoll erscheint. Aufierdem sehen wir an ( 1.561) , daB in der asymptotischen 
Entwicklung Terme hoherer Ordnung in B im Vergleich zu Termen niedrigerer Ordnung 
um Potenzen der Planck-Lange kleiner sind. Diese Tatsache wird eine Begriindung dafiir 
liefern, dafi in die Feldgleichungen die klassischen Potentiale nur bis zu einer bestimmten 
Potenz eingehen (also daB beispielsweise die Maxwell-Gleichungen lineare Gleichungen 
sind). 

Es zeigt sich, dafi die meisten Freiheitsgrade der Matrix B zu einem grofien Beitrag 
in E^^^ fiihren und deswegen nicht auftreten diirfen. Genauer brauchen wir nur vektorielle 
und axiale Potentiale zu betrachten, also 

B{x) = ()^,(x))„=i,...,B + p(A,(^))m=i,...,b , (1.57) 

dabei bezeichnet p = 7^ die pseudoskalare Diracmatrix. Die bosonischen Potentiale haben 
nun (trotz der lokalen [7(25, 2i3)-Eichsymmetrie) die Form wie bei einer U{B) U{B)- 
Eichtheorie. Um die Unterschiede zwischen den vektoriellen und axialen Potentialen herauszuarbeiten, 
betrachten wir das Verhalten der Potentiale bei Eichtransformationen: Das vektorielle 
Potential laBt sich mit einer lokalen Eichtransformation 

■^{x) — > e*^(^) ^(x) mit K{p) = 1 und {djK){p) = Vj{p) 
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in jedem Raumzeitpunkt p lokal zum Verschwinden bringen. Folglich konnen wir aus V 
(ohne Bildung von Ableitungen) keine eichinvarianten Grofien konstruieren. In unseren 
Rechnungen zeigt sich das darin, dafi V im Operator E^^^ nicht beitragt. In den berechneten 
Formeln fiir P^, treten zwar die sogenannten Eichterme auf, die das Potential enthalten 
und das Verhalten unter Eichtransformationen beschreiben, diese Terme fallen aber bei 
Einsetzen in ( 1.52| ) weg. Das axiale Potential A lafit sich dagegen nicht lokal wegeichen^, 



was sich in unseren Rechnungen an zwei Stellen auswirkt: Zunachst fiihrt A zu einem 
Beitrag in E^^\ In den berechneten Formeln fiir P^,Q^ treten namlich die sogenannten 
Pseudoeichterme auf, die zwar eine ahnliche Form wie die Eichterme haben, aber bei 
Einsetzen in ( |1.52 ) nicht verschwinden. AuBerdem hat man in E^'^^ zusatzlich einen Term 



der Form 

pA ■■■ , (1.60) 

den sogenannten Massenterm, dabei setzt sich aus den Massen der Fermionen zusammen. 
Wir untersuchen nun die Gleichungen der Plancknaherung ( 1.53D , ( |1.54| ). Damit die 



Pseudoeichterme in verschwinden, mufi das axiale Potential A bestimmte Bedingungen 
erfiillen. Wenn wir annehmen, dafi die axialen Potentiale in der dadurch zugelassenen Weise 
tatsachlich auftreten, erhalten wir in E^^^ Kreuzterme zwischen den Pseudoeichtermen und 
den Eichtermen und damit einschrankende Bedingungen fiir die vektoriellen Potentiale. 
Wir sehen also, dafi die Gleichungen ( |1.53| ) und (1.54) die Moglichkeiten in der Wahl der 



Eichpotentiale stark einschranken. Diesen Effekt nennen wir Reduktion der dynamischen 
Eichfreiheitsgrade. Wir konnen die Bedingungen an die Potentiale auch durch Einfiihrung 
effektiver Eichgruppen fiir gewisse Linearkombinationen der vektoriellen und axialen Potentiale 
schreiben. Es zeigt sich genauer, dafi wir zu vektoriellen und rechtshandigen Potentialen 
V,L, 

B = Y+\{l + p)l . (1.61) 

libergehen miissen, falls das Vakuum Fermionsorten einer ausgezeichneten Handigkeit 
(also z.B. linkshandige Neutrinos) enthalt. Das rechtshandige Potential koppelt nur an 
die linkshandige Komponente der Fermionen an (also wie beispielsweise das T^-Potential 
im Standardmodell). Im Hinblick auf die Physik sollten sich als effektive Eichgruppen fiir 
die vektoriellen und rechtshandigen Potentiale die Gruppen U{1) x SU{3) bzw. SU{2) des 
Standardmodells ergeben. 

Wir kommen zum Operator E^"^^: Er enthalt sowohl die (Dirac-)Strome der Fermionen 
als auch zweite Ableitungen des Potentials B. Die Gleichungen der Plancknaherung liefern 
eine lineare Beziehung zwischen diesen Grofien, also klassische Feldgleichungen. Die Ankopplung 
der Fermionen an die Felder ist bereits durch die Form der Potentiale in ( |1.61| ) festgelegt. 

^ Das sieht man am einfachsten so: Der Diracoperator 

i^ + p(^A) (1.58) 
wirkt auf die links- u nd rec htshandige Komponente ^'l/j; :— §(1 T p)^ der Wellenfunktion wie (i^=F {^^)- 



Um das Potential in (1.58) zum Verschwinden zu bringen, mufi man folglich die Transformation 



*L ^ *L , *H ^ *H e-'^ (1.59) 



durchfiihren, also insgesamt 
Das ist aber keine unitare Transformation und damit auch keine Eichtransformation. 
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Aus den Proportionalitatsfaktoren konnen die (nackten) Kopplungskonstanten berechnet 
werden. 



massive Eichbosonen, kurzer Vergleich zum Higgs-Mechanismus 

Es zeigt sich, dafi die Bosonen des rechtshandigen Potentials L als Folge des Massenterms 
( |1.60| ) automatisch eine Ruhemasse besitzen. Es scheint auf den ersten Blick erstaunlich, 
dafi wir im Gegensatz zu den iiblichen Eichtheorien zur Massenerzeugung der Eichbosonen 
ohne den Higgs-Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung auskommen. Eine erste 
Erklarung besteht darin, dafi die rechtshandigen Potentiale gar keiner Symmetrie des 
Systems entsprechen. Rechtshandige Potentiale fiihren namlich (analog wie das axiale 
Potential in Fufinote |5| auf Seite 29) zu einer relativen verallgemeinerten Phasenverschiebung 



der links- und rechtshandigen Komponente von P. Dadurch wird die chirale Symmetrie im 
fermionischen Projektor zerstort, was sich letztlich in den Pseudoeichtermen und Massentermen 
zeigt. 

Diese Argumentation ist aber zu stark vereinfacht. Um die Situation genauer zu analysieren, 
fassen wir die Diracmatrizen wie im Diracoperator (^]^) als dynamische Matrixfelder auf: 
Nach der Umformung 

ilf,+ ]^{l + p)l = {dj-iCj) (1.62) 

mit Cj := ^ Lj - ^ ejum o"'™ 

hat der Ausdruck dj — iCj die Form der eichkovarianten Ableitung in den Yang-Mills- 
Theorien (man beachte, dafi die Matrix Cj bzgl. des Spinskalarproduktes hermitesch ist). 
Daher konnen wir Cj durch eine Eichtransformation in jedem Raumzeitpunkt p zum 
Verschwinden bringen, z.B. durch 

^ — > mit U{x) = e-^^^(p)(^'-P') 

Der Diracoperator hat dann die Form 

U{i^ + B)U-^ = iG^^ + B{x) (1.63) 
mit B{p) = 

G\p) = 7^' , d,C^ = \e>,i^L'r ■ 

Durch die lokale Eichtransformation haben wir also das rechtshandige Potential in p zum 
Verschwinden gebracht, dafiir hangen jetzt die Matrixfelder C^ von L ab. 

Nun hat die Situation grofie Ahnlichkeit mit dem Higgs-Mechanismus. Nach spontaner 
Symmetriebrechung mit einem Higgs-Feld kann man namlich die Potentiale der spontan 
gebrochenen Eichfreiheitsgrade ebenfalls lokal wegtransformieren, wenn man eine allgemeine 
Form des Higgs-Feldes zulafit, also das Higgs-Feld nicht mehr in den "flachen Richtungen" 
des Higgs-Potentials fixiert. In diesem Sinne wird die Rolle des Higgs-Feldes bei uns von 
den Matrixfeldern C^ tibernommen. Wenn man die Analogic genauer untersuchen mochte, 
tritt das Problem auf, dafi wir nicht auf einfache Weise den Kontinuumslimes der Wirkung 
bilden konnen, und dadurch beispielsweise nicht wissen, was dem "Sektflaschenpotential" 
beim Higgs-Mechanismus entspricht. Wir konnen nur ganz allgemein sagen, dafi die Nebenbedingung 

= P bei der Variation verhindert, dafi die Matrixfelder C^ im Vakuum verschwinden. 
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das Gravitationsfeld 



Wir gehen nun zum allgemeineren Diracoperator (L6) iiber und untersuchen Variationen 
der Matrixfelder . Von diesen Variationen konnen einige durch Eichtransformationen in 
Storungen durch lokale Potentiale B = B{x) umgewandelt werden (so wie beispielsweise 



beim Ubergang von ( |1.63| ) zu ( 1.62D ), andere fiihren bei asymptotischer Entwicklung auf 



stark singulare Beitrage und diirfen deswegen nicht auftreten. Letztlich konnen wir uns auf 



diejenigen Storungen beschranken, bei denen man in der Blockmatrixdarstellung (1.35) fiir 
jedes P't'^J ein Gravitationsfeld einfiihrt. 

Wir iiberlegen zunachst, warum das Graviationsfeld in alien Blocken P^"'^ gleich sein 
muB: Bei der Berechnung von P{x, y) im Gravitationsfeld stellt man fest, daB die fiihrenden 
Beitrage, die sogenannten Dijfeomorphismenterme, eine Koordinatentransformation beschreiben. 
Dies ist nach dem Aquivalenzprinzip auch einsichtig. Als Folge der Diffeomorphismenterme 
verschieben sich die Punkte {x,y), an denen Q^{x,y) fiir e — > singular wird. Wenn der 
Operator Spuren enthalt, werden die Beitrage in den verschiedenen Blocken miteinander 
verkniipft. Als Folge miissen dann die Singularitaten in alien Blocken an den gleichen 
Punkten (x, y) auftreten, was wiederum ein einheitliches Gravitationsfeld impliziert. Etwas 
genauer sieht man das Prinzip am Beispiel zweier Diracseen P^^^ , P^"^^ gleicher Masse und 
P = pW © p(2) : in dem Ausdruck 

P'{x, y) P%y, x) - i Tr {P'{x, y) P'{y, x)) (1.64) 

o 

heben sich die fiihrenden Divergenzen auf dem Lichtkegel nur dann weg, wenn das Gravitationsfeld 
in beiden Blocken iibereinstimmt. 

Wir werden sehen, dafi physikalisch interessante Wirkungen auch aus anderen Griinden 



mit Kombinationen ahnlich zu (1.64) gebildet werden miissen. Dadurch wird das Gravitationsfeld 
in einer physikalisch sinnvollen Weise auftreten. 

Wir kommen zur Ableitung der zugehorigen Feldgleichungen: Bei der Berechnung von 
P'^,Q^ zeigt sich, dafi im Operator E^-^^ der Einstein- Tensor auftritt. Da die Energie- 
Impuls-Tensoren der Fermionen und Eichfelder dagegen in E^^^ zu finden sind, konnen 
wir die Plancknaherung nicht anwenden. Dafi der Beitrag des Einstein- Tensors in der 
asymptotischen Entwicklung viel grofier als derjenige des Energie-Impuls- Tensors ist, kann 
als Begriindung dafiir angesehen werden, dafi das Gravitationsfeld so schwach an Materie 
ankoppelt. Man erhalt schliefilich eine Gleichung der Form 

wobei die Konstante c im konkreten Modell explizit berechnet werden kann. Das sind die 
Einstein- Gleichungen, der Faktor ce^ kann mit der Gravitationskonstanten identifiziert 
werden. Auf diese Weise konnen wir e direkt durch die Planck-Lange ausdriicken. 



1.3 Das Modell 

Die bisherige Beschreibung war so allgemein wie moglich gehalten und sollte unser Konzept 
und das grobe Vorgehen skizzieren. Wir haben qualitativ gesehen, dafi man im Kontinuumslimes 
einige Ergebnisse erhalt, die physikalisch sinnvoll erscheinen. In Kapitel 4 und Kapitel 
5 (das noch nicht vollstandig ausgearbeitet und noch nicht getippt ist) werden diese 
Resultate prazisiert, und es wird versucht, ein realistisches Modell aufzubauen. Wir wollen 
an dieser Stelle das Modell definieren und die wichtigsten Ergebnisse auflisten. 
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Zunachst miissen wir den fermionischen Projektor des Vakuums definieren. Dazu bauen 
wir drei Diracseen aus Fermionen der Masse m^^^ und drei Diracseen aus linkshandigen 
masselosen Fermionen auf, also 



Wir addieren die Diracseen gemafi (1-34) und bilden einen massiven und einen chiralen 
Fermionblock 

p{l} ^ p{l) ^ p{2) _^ p{3) ^ p{2} ^ p{4) _^ p(5) _^ p(6) 

Als Kontinuumslimes P{x,y) des fermionischen Projektors des Vakuums setzen wir als 
Spezialfall von (|L35|) die direkte Summe von 7 massiven Blocken und einem chiralen 
Block an, 

P{x,y) := [P^^^x,y)y ®P^^\x,y) . (1.65) 

Die Spindimension ist 32, die Eichgruppe U{16, 16). Mit den massiven Blocken wollen wir 
sowohl die Quarks n, s, t bzw. d, c, b als auch die massiven Leptonen e, r beschreiben; der 
chirale Block soil die Neutrinos modellieren. Die Potenz 7 begriindet sich damit, dafi wir 
einen massiven Leptonblock und, wegen der Colour- und Isospinfreiheitsgrade, 3x2 = 6 
Quarkblocke benotigen. Man beachte, daB die Massen m^*) der massiven Fermionen in 
jedem Block gleich sind. 

Als Wirkung in der diskreten Raumzeit wahlen wir 

^ = E E E c^p}^f[tr{{E,PEyPr^) , (1.66) 

x,y£M r=l {p}^ mit |{p}r|=12 j=l 

dabei durchlauft die Summe J2{p},. ^^^^ Konfigurationen der ganzzahligen Parameter pi, . . . ,Pr 
mit 1 < pi < • • ■ < Pr und pi + ■■■+ Pr = 12; c^p}^ sind beliebige reelle Parameter. Die 
Form dieser Wirkung kann man folgendermaBen einsehen: Man beachte zunachst, daB S 
im Operator P Ey P homogen vom Grade 12 ist. Zur Bildung eines solchen Polynoms 
kann man die einzelnen Faktoren Ex P Ey P in Gruppen zusammenfassen und in jeder 
Gruppe getrennt die Spur bilden. Die Wirkung ist als eine Linearkombination dieser Terme 
aufgebaut. 

Als Euler-Lagrange-Gleichungen erhalt man die Kommutatorgleichung 

[P, Q] = mit (1.67) 

12 

Q = T.f^ii i^-P^yPy E-PEy ' (1-68) 

x,y&M q=l 

dabei sind die reellen Funktionen (3'^y homogene Polynome vom Grade 12 — q in E^P EyP . 

In Kapitel 5 werden die Koeffizienten Cjp}^ explizit bestimmt. Fiir den Kontinuumslimes 
erhalt man die folgenden Ergebnisse: 

1. Die Gleichungen der Plancknaherung ( |1.53| ), ( |1.54 ) legen die Struktur der Gleichungen 
des Kontinuums fest: Durch Reduktion der dynamischen Freiheitsgrade erhalt man 
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fiir die vektoriellen bzw. rechtshandigen Potentiale in ( 1.61 ) die effektiven Eichgruppen 
U{1) X SU{3) bzw. SU{2). Der fermionische Projektor zerfallt auf dem Spinorraum 
in vier (8 x 8)-Blocke, wodurch die urspriingliche Symmetrie zwischen den massiven 
Fermionblocken zerstort wird. Wir schreiben symbolisch 

(1.69) 
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dabei entspricht jede Spalte einem (8x8)-Block in ( |1.65| ). Die effektiven Eictipotentiale 
koppeln genau wie im Standardmodell an die Fermionen an. Insbesondere konnen 
wir die relativen elektrischen Ladungen der Quarks und Leptonen zu \^—\ bzw —1 
berechnen; die Neutrinos koppeln nicht an das elektromagnetische Feld an. 

2. Die S'C/(2)-Eichgruppe ist in der auf Seite ^ beschriebenen Weise spontan gebrochen. 
Die zugehorigen Eichbosonen haben eine Ruhemasse, die mit den Fermionmassen 
5^*^ ausgedriickt werden kann; das in ( |1.69 ) diagonale Eichboson wird mit dem 



elektromagnetischen gemischt, wobei sich auch seine Masse andert (das muB ich 
noch genau ausrechnen . . . ) . 

3. Die Kopplungskonstanten konnen berechnet werden, man erhalt . . . (das mufi ich 
auch noch genau ausrechnen). 



4. Das Gravitationsfeld tritt auf sinnvolle Weise auf, so wie das auf Seite 31 beschrieben 
ist. 

5. Als Unterschied zum Standardmodell erhalt man eine sogenannte Eichbedingung 
zwischen den Potentialen der W- und Z-Bosonen. 



Es ist nicht klar, ob und, wenn ja, wie die Wirkung ( |1.66 ) unmittelbar physikalisch 



interpretiert werden kann. Die Wirkung folgt in dem Sinne zwangslaufig, daB andere 
Wirkungen ahnlicher Form im Kontinuumslimes nicht auf sinnvolle Gleichungen fiihren. 
Die im Moment eher spekulative Frage, ob unser Variationsprinzip als "fundamental" 
anzusehen ist oder es sich beispielsweise durch Entwicklung aus einer anderen, einfacheren 
Wirkung ergibt, wollen wir hier nicht diskutieren. 

In die Euler-Lagrange-Gleichungen geht besonders fiir die Reduktion der dynamischen 
Eichfreiheitsgrade entscheidend ein, dafi die Neutrinos nur in einer Handigkeit vorkommen 
und masselos sind. Es ist fiir das Variationsprinzip auch wichtig, dafi die Massen der 
massiven Fermionen in jedem Block gleich sind. 

Diese Massenbedingung fiir die Fermionen scheint auf den ersten Blick unphysikalisch 
zu sein, auch stimmen die berechneten Werte fiir die Kopplungskonstanten nicht mit den 
physikalischen Werten iiberein. Dazu mufi man allgemein beachten, daB wir hier mit den 
nackten Massen und Kopplungskonstanten arbeiten, die aufgrund der Selbstwechselwirkung 
nicht mit den effektiven Konstanten iibereinstimmen. Darauf werden wir im nachsten 
Abschnitt etwas genauer zuriickkommen. 



1.4 ... und die Feldquantisierung? 

Wir wollen uns noch einmal das Ergebnis der bisherigen Konstruktionen klarmachen: 
Nach dem Prinzip des fermionischen Projektors muB das physikalische System mit dem 
fermionischen Projektor P in der diskreten Raumzeit formuliert werden. Die physikalische 
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Wechselwirkung wird durch die Gleichungen der diskreten Raumzeit beschrieben, fiir die 
wir ein Variationsprinzip ansetzen. Leider haben wir fiir die Gleichungen der diskreten 
Raumzeit kein anschauliches Verstandnis, was vor allem daran liegt, daB wir darin nicht mit 
den gewohnten physikalischen Begriffen und mathematischen Objekten arbeiten konnen. 
Aus diesem Grund haben wir als speziellen Grenzfah den Kontinuumshmes untersucht: Wir 
erhalten die lokale und kausale Struktur einer Lorentzmannigfaltigkeit. Analog zu ( 1.42| ) 



konnen wir die fermionischen Wellenfunktionen vom Diracsee abspalten, welcher bei der 
Kontinuumsbeschreibung nicht mehr auftritt. Mit der asymptotischen Entwicklung und 
der Plancknaherung konnen wir die durch die Euler-Lagrange-Gleichungen beschriebene 
Wechselwirkung in einer fiir uns vertrauten Form als Wechselwirkung zwischen Fermionen 
und Eichfeldern umschreiben. Wir haben aui3erdem gesehen, daB unsere Behandlung der 
Fermionen zum Fockraum-Formalismus physikalisch aquivalent ist. Die Fermionen werden 
also in zweiter Quantisierung beschrieben, die Eichfelder dagegen als klassische Felder. 

Fine Moglichkeit fiir unser weiteres Vorgehen wiirde darin bestehen, die im Kontinuumshmes 
erhaltenen klassischen Felder auf die gewohnte Weise zu quantisieren (z.B. mit Pfadintegralen) . 
Das halten wir aber nicht fiir besonders sinnvoll, weil dann die Feldquantisierung als 
nachtraglich eingefiihrter Effekt nur unbefriedigend begriindet ware. Wir wollen anstatt 
dessen iiberlegen, ob sich mit dem Prinzip des fermionischen Projektors auch die Feldquantisierung 
verstehen lafit. 

Als Vorbereitung wollen wir zunachst herausarbeiten, wozu quantisierte Bosefelder 
eigentlich benotigt werden, also was die "Quantisierung" dieser Felder genau physikalisch 
ausmacht. Dazu werden wir untersuchen, inwieweit man bereits mit den klassischen Eichfeldern 
einen Bezug zur Quantenfeldtheorie herstellen kann. Wir beschranken uns zur Einfachheit 
auf eine Teilchensorte und die elektromagnetische Wechselwirkung, die Uberlegungen lassen 
sich aber unmittelbar auf den allgemeinen Fall (auch mit Gravitation) iibertragen. Bei 
der Beschreibung eines wechselwirkenden Fermions erhalt man im Kontinuumshmes das 
gekoppelte System von Differentialgleichungen 

(i^ + e4-m) ^' = , F'^j = e^^j'^ . (1.70) 

Diese Gleichungen verlieren ihre Giiltigkeit, wenn man zu Energien in der GroBenordnung 
der Planck-Energie iibergeht, weil dann die Plancknaherung nicht mehr giiltig ist. Die 
Euler-Lagrange-Gleichungen sollten unser System dann zwar immer noch beschreiben, wir 
konnen liber die Form der Wechselwirkung (zur Zeit) aber keine Aussagen machen. Zur 
Einfachheit nehmen wir im folgenden an, daB die Fermionen bei so hohen Energien nicht 
mehr wechselwirken. Auf diese Weise erhalten wir in den klassischen Maxwellgleichungen 
einen natiirlichen Cutoff fiir sehr hohe Impulse. 

Bei der perturbativen Beschreibung der Wechselwirkung ( |1.70| ) erhalt man Feynman- 



Graphen. Dazu gehen wir genau vor wie in [ BD1 |: Man entwickelt "if, A nach Potenzen 
von e 

oo oo 
j=0 j=0 



und setzt in die Differentialgleichungen ( 1.7C| ) ein. In diesen Gleichungen miissen die Terme 



jeder Ordnung in e verschwinden, man lost jeweils nach dem hochsten auftretenden Index 
auf. In Lorentzeichung erhalt man so die formalen Relationen 

$0) = - (i^-m)-^ (#')vl/(0) , 4^) = - Y {^'^'\^^^'^) ,(1.71) 

k+l=j-l k+l=j-l 
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die man duch iteratives Einsetzen in eine explizite Form bringen kann. Unter Beriicksichtigung 
der Paarerzeugung erhalten wir weitere Graphen, die geschlossene Fermionlinien enthalten, 
wegen des Pauli-Prinzips mit den richtigen relativen Vorzeichen. Auf diese Weise erhalt 
man alle Feynman-Graphen. 

Wir kommen zur Renormierung. Da wir alle Feynman-Graphen der Quantenfeldtheorie 
erhalten, besteht der einzige Unterschied bei unserer Betrachtungsweise in dem natiirlichen 
Cutoff fiir sehr groi3e Impulse. Damit verschwinden alle UV-Divergenzen, die Abweichungen 
zwischen den nackten und efFektiven Massen und Kopplungskonstanten wird endlich. Man 
kann (zumindest im Prinzip) die effektiven Konstanten durch die nackten Konstanten 
ausdriicken, indem man alle Beitrage der Selbstwechselwirkung aufsummiert. Wir konnen 
die Situation auch mit der Renormierungsgruppe beschreiben: An Renormierungsgruppenrechnungen 
sieht man, daB die effektiven Massen und Kopplungskonstanten von der Energie abhangen. 
Die efFektiven Konstanten etwa bei der Planck-Energie sind als unsere nackten Konstanten 
anzusehen^. 

Die Renormierbarkeit der effektiven Kontinuumstheorie ist fiir uns wichtig, damit die 
Selbstwechselwirkung nur durch eine Anderung der Massen und Kopplungskonstanten 
ausgedriickt werden kann. Sie ist fiir eine sinnvolle Theorie aber nicht unbedingt notwendig; 
beispielsweise ist die Renormierbarkeit von Graphen irrelevant, die (mit unserem Cutoff) so 
klein sind, daB wir sie ganz vernachlassigen konnen. AuBerdem miissen wir uns dariiber im 
Klaren sein, daB die Einfiihrung des Cutoffs eine Naherung ist, von der wir nicht wissen, ob 
sie tatsachlich sinnvoll ist. Um die Selbstwechselwirkung bei hohen Impulsen zu verstehen, 
miifite man die Euler-Lagrange-Gleichungen ohne die Plancknaherung studieren. 

Wir gehen hier genauer auf die Feynman-Regeln und die Renormierung ein, um darauf 
hinzuweisen, daB man die gesamte perturbative Quantenfeldtheorie bereits mit klassischen 
Bosefeldern erhalt, wenn man die gekoppelte Wechselwirkung zwischen dem klassischen 
Feld und den Fermionen untersucht. Mit zweiter Quantisierung der Eichfelder kann man 
die Feynman-Graphen zwar mit dem Wick-Theorem auf iibersichtlichere Weise ableiten; es 
ist aber an dieser Stelle weder aus mathematischer noch aus physikalischer Sicht notwendig, 
von klassischen zu quantisierten Bosefeldern iiberzugehen. Insbesondere sollte man sich 
klarmachen, daB alle Prazisionstests der QFT (z.B. Lamb-Shift, anomaler g-Faktor) in 
Wirklichkeit gar kein Test fiir die Feldquantisierung sind. Man braucht sich eine Photonlinie 
im Feynman-Graphen nicht als "Austausch eines virtuellen Photons" vorzustellen; der 
Photonpropagator kann auch einfach als der Operator — D"^ in ( 1.71| ) angesehen werden. 



der bei der Storungsentwicklung der gekoppelten Differentialgleichungen ( |1.70D auftritt. 
Auch die Gleichung E = huj, die in anschaulicher Vorstellung die Energie "eines" Photons 
angibt, macht fiber die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes keine Aussage. Das 
sieht man folgendermaBen: In der Physik tritt der Begriff der Energie an zwei verschiedenen 
Stellen auf. In der klassischen Feldtheorie erhalt man die Energie als Erhaltungsgrofie aus 
der Translationsinvarianz der Lagrangedichte. In der Quantentheorie ist die Summe der 
Frequenzen der Wellenfunktionen und Potentiale bei Wechselwirkungen erhalten, well in 
der Storungsrechnung ebene Wellen unterschiedlicher Wellenzahl aufeinander orthogonal 
stehen. Diese "klassische" und "quantenmechanische" Energie sind fiber die Gleichung 

^Da wir die nackten Kopplungskonstanten bestimmen und verschiedene Relationen zwischen den 
nackten Massen ableiten konnen, sollten sich durch Berechnung der zugehorigen efFektiven Grofien unsere 
Vorhersagen gut testen lassen. Da diese Rechnung sehr aufwendig sind, konnten wir uns damit noch 
nicht naher befassen. Unsere Situation ist ahnlich wie bei den GUTs, wo alle Kopplungskonstanten in 
der Lagrangedichte iibereinstimmen und erst durch die Selbstwechselwirkung ihre physikalischen Werte 
annehmen. Durch Vergleich mit diesen Rechnungen konnen wir qualitativ sagen, dai3 die Abweichung 
zwischen nackten und eflFektiven Konstanten grofi sein sollte. 
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E = fiui miteinander verkniipft. Die Planck-Konstante kann dabei ohne Bezug auf das 
elektromagnetische Feld bestimmt werden (beispielsweise iiber die Compton-Wellenlange 
des Elektrons). Da die klassische und quantenmechanische Energie bei Wechselwirkungen 
getrennt erhaltcn bleiben, mu6 die Gleichung E = huj ganz allgemein gelten. (Die klassische 
Energie, die von einer Photonlinie der Frequenz ui iibertragen wird, ist also wirklich hu).) 

Nach diesen Uberlegungen gibt es nur wenige EfFekte, welche die Quantisierung des 
elektromagnetischen Feldes iiberpriifen. Genau gesagt sind das die folgenden Beobachtungen: 

1. die Planck-Strahlung 

2. der Casimir-Effekt 

3. der Welle- Teilchcn-Dualismus beim elektromagnetischen Feld, also beispielsweise das 
Doppelspalt-Expcrimcnt 

Fiir die Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes verwendet man, dafi die Energie 
einer elektromagnetischen Wellenmode nicht kontinuierliche, sondern nur in Stufen von Hlv 
"quantisierte" Werte annehmen kann. Beim Casimir-EfFekt mifit man die Nullpunktsenergie 
der elektromagnetischen Wellenmoden. 

Um die Feldquantisicrung zu vcrstchcn, mu6 cine bcfricdigcndc Erklfirung fiir die 
Beobachtungen 1.-3. gefunden werden. Der Formalismus der Quantenfcldthcoric folgt aus 
diesen Beobachtungen noch nicht. Bei der kanonischen Quantisierung nimmt man beispielsweise 
an, da6 jcde Wellenmode als quantcnmcchanischer harmonischer Oszillator beschrieben 
werden kann. Das ist zwar plausibel, aber keine zwingende Konsequenz aus der Diskretheit 
der Energiezustande. 

Der Autor ist der Meinung, dafi diese Beobachtungen alle mit den Euler-Lagrange- 
Gleichungen erklart werden konncn, wenn man Effekte beriicksichtigt, die iiber die Planck- 
naherung hinausgehen. Leider ist diese Vorstellung noch nicht mathcmatisch ausgcarbcitet. 
Trotzdem soil die Idee ausfiihrlich beschrieben werden, well dieser Punkt die urspriingliche 
Motivation fiir die vorliegende Arbeit war. Wir verlassen also an dieser Stelle den durch 
Rechnungen gut abgesicherten Bereich und wollen in einem ersten Versuch vorschlagen, 
wie man die Feldquantisicrung und den Welle- Teilchen-Dualismus mit dem Prinzip des 
fermionischen Projektors moglicherweisc verstehen kann: 

Wir werden die Unterschiede zwischcn der physikalischcn Bcschrcibung in der diskreten 
Raumzeit und der Kontinuumsnaherung an verschiedenen Beispielen herausarbeiten. Es 
wird dabei geniigen, in der diskreten Raumzeit mit den klassischen Begriffen zu arbeiten: 
eine elektromagnetische Welle in der diskreten Raumzeit ist beispielsweise eine Variation 
des fermionischen Projektors, die sich im Kontinuumslimes mit einer Storung des Diracoperators 
durch eine elektromagnetische Welle ausdriicken lafit. 

Wir beginnen mit einem einfachen Modell in der diskreten Raumzeit, namlich einem 
voUstandig gefiillten Diracsee und einem elektromagnetischen Feld in Form einer angeregten 
Wellenmode. Wir wollen untersuchen, wie sich eine Anderung der Amplitude der elektromagnetischen 
Welle auswirkt. Im Kontinuumslimes konnen wir die Amplitude beliebig wahlen, denn 
die Maxwell-Gleichungen sind in jedem Fall erfiillt. Betrachtet man die Gleichungen der 
diskreten Raumzeit jedoch exakt, so ist die Situation schwieriger: Die Anderung der 
Amplitude wird auch jetzt durch eine Variation von P beschrieben. Bei der Storungsrechnung 
miissen wir aber in der diskreten Raumzeit verschiedene Beitrage mit beriicksichtigen, 
die wir im Kontinuumslimes weglassen konnten. Diese zusatzlichen Beitrage fallen in 
den Euler-Lagrange-Gleichungen nicht weg. Wenn die Gleichungen fiir einen Projektor 
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P erfiillt sind, konnen wir also nicht erwarten, dafi sie auch dann noch gelten, wenn die 
Amplitude der elektromagnetischen Welle verandert wird. Allgemeiner ausgedriickt scheint 
es in der diskreten Raumzeit keine stetige Schar -P(t) von Losungen der Euler-Lagrange- 
Gleichungen zu geben. Damit kann insbesondere die Amplitude der elektromagnetischen 
Welle nur diskrete Werte annehmen. 

Etwas anschaulicher kann man sich den Unterschied zwischen dem Kontinuumslimes 
und der Beschreibung in der diskreten Raumzeit mit dem Rang des Projektors P klarmachen: 
In der diskreten Raumzeit ist Rg(P) eine natiirliche Zahl. Wenn wir zu verschiedenen 
Werten von Rg(P) einen Projektor unserer Form als Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen 
konstruieren, wird die Amplitude der zugehorigen elektromagnetischen Welle i.a. verschiedenen 
sein. Wir wollen zur Einfachheit annehmen, dafi es zu jedem m = Rg(P) (in einem 
gewissen, sinnvollen Bereich von m € IN) genau einen solchen Projektor Pm mit Amplitude 
Am gibt (die Storungsrechnung scheint anzudeuten, dafi das tatsachlich der Fall ist, siehe 
Seite ^0|). Da wir Rg(P) fiir unser System nicht kennen, konnen wir m beliebig wahlen. 
Dadurch kann die Amplitude alle Werte in der diskreten Menge {^m} annehmen. In der 
Kontinuumsnaherung ist P dagegen ein Operator von unendlichem Rang. Deswegen ist 
einsichtig, dafi wir nun keine Einschrankung fiir die Amplitude der elektromagnetischen 
Welle erhalten; die Amplitude kann kontinuierlich variiert werden. 

Wir sehen also, dafi in der diskreten Raumzeit auf natiirliche Weise eine "Quantisierung" 
der Amplitude einer elektromagnetischen Wellenmode auftreten sollte. Bevor wir einen 
Zusammenhang zur Planck-Strahlung und dem Casimir-Effekt herstellen konnen, miissen 
wir die Uberlegung noch verfeinern: Es scheint unrealistisch zu sein, eine elektromagnetische 
Welle zu betrachten, die iiber die ganze Raumzeit ausgedehnt ist. Darum untersuchen 
wir nun eine Welle, die in einem vierdimensionalen Kasten lokalisiert ist (z.B. mit festen 
Randbedingungen). Der Kasten habe Kangenlange L in raumartiger und T in zeitartiger 
Richtung. Die Amplitude der Welle sollte in diesem Fall auch nur diskrete Werte {A.j} 
annehmen konnen. Die Quantisierungsstufen hangen aber jetzt von der Grofie des Kastens, 
insbesondere von T ah. Qualitativ kann man sich iiberlegen, dafi bei kleinerem T die 
Amplitude der elektromagnetischen Welle grofier sein mufi, damit der Projektor P in 
vergleichbarer Weise gestort wird. Das bedeutet, dafi die Quantisierungsstufen immer 
feiner werden, je grofier wir T wahlen. Uber die klassische Energiedichte des elektromagnetischen 
Feldes konnen wir die Amplituden {Aj} in Quantisierungsstufen fiir die Feldenergie der 
Welle umrechnen. Physikalisch ausgedriickt wird in unserem System zu einem Zeitpunkt 
t eine elektromagnetische Welle erzeugt und zu einem spateren Zeitpunkt t + T wieder 
vernichtet. Da nach unserer obigen Uberlegung bei allgemeinen Wechselwirkungen und 
damit insbesondere bei der Erzeugung der elektromagnetischen Welle zur Zeit t die Gleichung 
E = huj gilt, mufi die Feldenergie in Stufen von hu> "quantisiert" sein[|. Auf der anderen 
Seite hatten wir gerade gesehen, dafi die Quantisierungsstufen von T abhangen. Damit 
unser Vorgehen nicht auf Widerspriiche fiihrt, miissen wir T so wahlen, dafi die Quantisierungsstufen 
fiir die Feldenergie gerade tko betragen. 

Damit erhalten wir eine auf den ersten Blick eigenartige Bedingung: Wenn wir zu einem 
Zeitpunkt eine elektromagnetische Welle erzeugen, so mufi diese zu einem bestimmten 
spateren Zeitpunkt wieder vernichtet werden. Eine solche zusatzliche Bedingung, die keine 
Entsprechung im Kontinuumslimes hat, nennen wir nichtlokale Quantenhedingung. Wir 

^Wir lassen zur Einfachheit aUe Arten von Energiefluktuationen weg. Die Annahme, dafi sich die 
Feldenergie bei einer Wechselwirkung zur Zeit t um ein Vielfaches von huj andert, ist nur eine Naherung, 
weil bei der Beschreibung der Wechselwirkung durch Feynman-Graphen Energieerhaltung erst nach beliebig 
langer Zeit gilt. 
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haben sie unter der Annahme unserer "Quantisierung" der Amplitude aus den Gleichungen 
der Plancknaherung (klassische Feldgleichungen, Beschreibung der Wechselwirkung durch 
Feynman-Graphen) abgeleitet. Da die Euler-Lagrange-Gleichungen im Kontinuumslimes 
in die klassischen Gleichungen iibergehen, sollte eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen 
die nichtlokalen Quantenbedingungen automatisch erfiillen. 

Natiirlich ist die gerade abgeleitete Bedingung physikalisch nicht sinnvoll. Unser System 
ist mit nur einer Wellenmode aber auch noch sehr stark idealisiert. Bevor wir weitere 
Schliisse ziehen, wollen wir daher die Situation in realistischeren Modellen betrachten: 
Bei einem System mit mehreren Wellenmoden konnen wir im Gegensatz zur kanonischen 
Quantisierung die verschiedenen Moden nicht als voneinander unabhangig ansehen; die 
Variation der Amplitude einer Welle verandert die Quantisierungsstufen aller anderen 
Wellenmoden. Diese gegenseitige Beeinflussung der elektromagnetischen Wellen ist nichtlokal. 
Eine elektromagnetische Welle verandert also auch die Energieniveaus von Wellen, die 
sich in groBer raumlicher Entfernung befindenQ. Noch komplizierter wird die Lage, wenn 
man zusatzlich Fermionen in das System einbringt, weil die elektromagnetischen Strome 
ebenfalls die Lage der Energieniveaus beeinflussen. 

Die Komplexitat dieser Situation hat zwei Konsequenzen: Zunachst einmal konnen wir 
iiber die genaue Lage der Energieniveaus praktisch keine Aussage mehr machen, wir wissen 
nur noch, daB die Quantisierungsstufen huj betragen. Als Folge konnen wir die Energie 
des niedrigsten Niveaus nur noch statistisch beschreiben. Wir nehmen zur Einfachheit 
an, daB sie in dem Intervall [0, Huj) gleichmafiig verteilt ist. Dann erhalt man fiir die 
moglichen Energiezustande jeder Wellenmode im Mittel die Werte -\-n) Tiuj. Als weitere 
Konsequenz sind die nichtlokalen Quantenbedingungen jetzt so kompliziert, daB wir sie 
nicht mehr naher spezifizieren konnen. Es scheint aber durchaus moglich, dafi sie nun 
auch in einer physikalisch realistischen Situation erftillt werden konnen. Wir haben die 
Vorstellung, daB durch die nichtlokalen Quantenbedingungen all das festgelegt wird, was 
bei der statistischen Interpretation der Quantenmechanik als "nicht determiniert" oder 
"zufallig" gilt. Darauf werden wir bei der Diskussion des Welle- Teilchen-Dualismus gleich 
genauer zuriickkommen. 

Nach diesen Uberlegungen konnen wir die Beobachtungen 1. und 2. erklaren: Da 
die Energie jeder Wellenmode in Stufen von two "quantisiert" ist, folgt das Plancksche 
Strahlungsgesetz; aus der mittleren Energie ^?la; des "Grundzustandes" erhalt man den 
Casimir-Effekt. Wir sehen also, daB wir unter unserer Annahme der "Quantisierung" der 
Amplitude der elektromagnetischen Welle zu den gleichen Ergebnissen wie mit kanonischer 
Quantisierung kommen. Der Grund liegt darin, daB wir mit den Feynman-Graphen und 
der Gleichung E = huj schon alle Formeln fiir die quantitative Beschreibung zur Verfiigung 
haben und deswegen mit einer sehr allgemeinen Diskretheit der Energiezustande auskommen. 

Damit kommen wir zum Welle- Teilchen-Dualismus. Weil es sich dabei um einen grundlegenden 
Effekt in der Quantenmechanik handelt, der bei Bosonen und Fermionen in gleicher 
Weise auftritt, soli dieser Punkt etwas genauer disktutiert werden. Zunachst wollen wir 
unsere Vorstellung der Quantisierung von Bose- und Fermifeldern vergleichen. Es fallt 
auf, daB wir Bosonen und Fermionen ganz verschieden beschreiben: die Wellenfunktionen 

*Das sieht man in der Storungsrechnung daran, dafi sich eine Storung durch ein elektromagnetisches 
Potential in P{x,y) auch fiir grofie (raumartige) Abstande auswirkt. Die NichtlokaUtat kann man, genau 
wie im Austauschpotential beim Hartree-Fock-Ansatz, mit dem PauU-Prinzip verstehen: Wahlt man eine 
Orthonormalbasis "ij von P{H) und verandert die WeUenfunktionen 'i!{x) lokal ab, so sind die Vektoren 

i.a. nicht mehr orthogonal. Um den gestorten Projektor zu bilden, miissen die ^'j erneut orthonormiert 
werden, wodurch sich der neue Projektor auch global von dem urspriinglichen Projektor unterscheidet. 
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der Fermionen spannen das Bild des Projektors P auf; die Bosonen entsprechen dagegen 
diskreten Anregungsniveaus der klassischen Bosefelder, so wie das gerade beschrieben 
wurde. Der Fockraum oder ein aquivalenter Formalismus tritt bei dieser Beschreibung nicht 
auf. Es mag unbefriedigend erscheinen, dafi dadurch die Analogie der Quantenfeldtheorie in 
der Beschreibung von Bosonen und Fermionen, namlich die bloi3e Ersetzung von Kommutatoren 
durch Antikommutatoren, verloren geht. Wir weisen darauf hin, dafi sich die elementaren 
Fermionen und Bosonen aui3er in ihrer Statistik noch in eincm weitereren wesentlichen 
Punkt voncinandcr untcrscheidcn. Fiir die Fermionen (Leptoncn, Quarks) liat man namlich 
einen Erhaltungssatz (Leptonenzahl, Baryonenzahl) , fiir die Eichbosonen dagegen nicht. 
Dieser Unterschied wird bei unserer Beschreibung beriicksichtigt: Jedes Fermion entspricht 
einem Vcktor in P{H). Wir konnen Fermionen ineinandcr umwandeln und iibcr Wechselwirkung 
mit dem Diracsee in Paaren erzeugen oder vernichten. Wir konnen aber die Grofie Rg(P) 
bei Wechselwirkungen nicht verandern, also beispielsweise nicht ein einzelnes Fermion 
vernichten. Da die Eichbosonen lediglich diskreten Werten der Bosefelder entsprechen, 
konnen sie durch Wechselwirkungen bclicbig erzeugt und vernichtet werden, sofern der 
Energie- und Impulssatz dabci erfiillt sind. 

Um den Zusammcnhang zum Fockraum zu verdeutlichen, wollen wir kurz untersuchen, 
wie wir zusammengcsctzte Teilchen (z.B. Mesonen, Baryonen) beschreiben. Sie sind alle 
aus den elementaren Fermionen aufgebaut. Daniit entspricht ein aus p Komponenten 
zusammengcsetztcs Tcilclicn einem Vektor aus {P[H)Y . Dicsc DarstcUung ist fiir praktischc 
Anwendungen aber ungeeignet. Es ist giinstiger, fiir die elementaren Fermionen den Fockraum- 
Formalismus zu verwenden. Dann erhalt man als Erzeugungs-/Vernichtungsoperator fiir 
das zusammengesetzte Teilchen ein Produkt von p fermionischen Erzeugungs-/Vcrnichtungsoperatoren. 
Falls p gerade (ungcradc) ist, konnen wir mit diescm Erzcugungsoperator aus dem Vakuum 
einen bosonischen (fermionischen) Fockraum aufbauen. Auf diese Weise erhalt man bei 
zusammengesetzten Teilchen den gewohnten Formalismus. Man beachte jedoch, dafi dieser 
Formalismus bei uns keine grundlegende Bedeutung besitzt. 

Wegen unserer unterschiedlichen Behandlung der elementaren Fermionen und Bosonen 
miissen wir fiir den Welle- Teilchen-Dualismus eine Erklarung finden, die von der speziellen 
Beschreibungsweise dieser Teilchen unabhangig ist. Nach dem Prinzip des fermionischen 
Projektors miissen alle physikalischen Objekte aus P ableitbar sein. Fiir ein Fermion ist das 
ein Vektor ^ £ H, fiir die Bosonen die Eichfelder. Damit ist das physikalische Objekt bei 
uns nicht das punktformige Teilchen, sondern die Welle selbst. Das scheint auf den ersten 
Blick nicht sinnvoll zu sein, well wir den Teilchencharakter gar nicht beriicksichtigt haben. 
Nach unserer Vorstellung kommt der Teilchencharakter lediglich durch eine "Diskretheit" 
der durch die Euler-Lagrange-Gleichungen bcschriebenen Wechselwirkung zustande. 

Um zu prazisieren, was mit "Diskretheit" der Wechselwirkung gemeint ist, wollen wir 
das Doppelspaltexperiment diskutieren. Wir arbeiten mit einem Elektron, die Uberlegung 
lafit sich aber fiir ein Photon direkt iibertragen, wenn man die Wellenfunktion des Elektrons 
durch das elektrische Feld ersetzt. Wir lenken also ein Elektron iiber einen Doppelspalt 
auf einen fotographischen Schirm. Beim Auftreffen auf dem Schirm tritt das Elektron 
mit den Silberatomen des Films in Wechselwirkung, wodurch der Film belichtet wird. Im 
Kontinuumslimes erhalten wir die gleiche Situation wie in der Wellenmechanik: die von 
beiden Spalten ausgehenden Zylinderwellen iiberlagern sich und erzeugen auf dem Schirm 
ein Interferenzmuster. 

Ahnlich wie bei unserer Diskussion der elektromagnetischen Wellenmode soUte die 
Kontinuumsnaherung die physikalische Situation auch hier nur grob beschreiben, bei 
exakter Betrachtung der Euler-Lagrange-Gleichungen in der diskreten Raumzeit wird 
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die Situation wesentlich komplizierter. Wir wollen annehmen, dafi die durch die Euler- 
Lagrange-Gleichungen beschriebene Wechselwirkung in dem Sinne "diskret" ist, dafi das 
Elektron bevorzugt nur mit einem Silberatom des Schirms wechselwirkt. Diese Annahme 
lafit sich schon im Kontinuumslimes plausibel machcn: Bei der Wechselwirkung des Elektrons 
mit dem Silberatom mufi ein Elektron des Atoms angeregt werden. Weil dazu eine gewisse 
Mindestenergie benotigt wird, kann das auftreffende Elektron mit seiner kinetischen Energie 
nur eine bestimmte (kleine) Anzahl von Atomen anrcgcn. Damit kann die Wechselwirkung 
zwischen Elektron und Schirm nur an einzelncn Silbcratomcn stattfindcn; cs ist nicht 
moglich, die kinetische Energie durch elektrische Anregung kontinuierlich auf den Schirm 
zu iibertragen. 

Untcr dicscr Annahme crhaltcn wir auf dem Schirm cincn bclichtctcn Punkt, so dafi 
der Eindruck cincs punktformigen Teilchens entsteht. An welcher Stelle des Schirms das 
Elektron wechselwirkt, wird durch die genaue Form des Projektors P in der diskreten 
Raumzeit oder, mit der oben eingefiihrten Sprechweise, durch nichtlokale Quantenbedingungen 
festgelegt. Dabei wirkt sich die Nichtlokalitat Tind Nichtkausalitat der Euler-Lagrange- 
Gleichungen aus. Weil die nichtlokalcn Quantenbedingungen so kompliziert sind, konnen 
wir nicht vorhersagen, an welcher Stelle des Schirms das Elektron wechselwirkt. Selbst 
wenn wir das Experiment unter scheinbar gleichen aufieren Bedingungen wiederholen, wird 
die globale physikalische Situation unterschiedlich sein. Damit konnen die nichtlokalen 
Quantenbedingungen ganz verschieden sein, so dafi auch das Experiment cin andcrcs 
Ergebnis liefert. Aus diesem Grund konnen wir iiber den Ausgang des Experiments nur 
statistische Aussagen machen. Aus dem bekannten Kontinuumslimes der Euler-Lagrange- 
Gleichungen folgt, dafi die Wahrscheinlichkeitsdichte durch gcgcbcn ist. 

Wir verglcichcn die erhaltcnc Situation mit der statistischen Dcutung der Quantenmechanik. 
Wir kommen letztlich zum gleichen Ergebnis: auf dem Schirm trifft ein punktformiges 
Teilchen auf, fiir den genauen Ort konnen wir nur die Wahrscheinlichkeit angeben. Wir 
begriinden diese Beobachtungen aber ganz anders: das punktformige Teilchen mit der 
gerade beschriebenen "Diskretheit" der Wechselwirkung, den fehlenden Determinismus mit 
der Nichtlokalitat der Euler-Lagrange-Gleichungen. Als Konsequenz spielen der Mefiprozefi 
und der Beobachter bei uns keine zentrale RoUe. Die Wellenfunktion gibt nicht nur den 
aktuellen Wissensstand eines Beobachters an, sondern ist als das eigentliche physikalische 
Objekt anzusehen. Bei einer Messung mufi man nicht zu eincr anderen Wellenfunktion 
iibergehen, well der Beobachter neue Informationen iiber das System erhalt, sondern well 
das System durch die beim Mefiprozefi stattfindende Wechselwirkung verandert wird. 

Damit wollen wir die Uberlegungen zur Feldquantisierung und der Interpretation der 
Quantenmechanik abschliefien. Natiirlich ist unsere Beschreibung der Feldquantisierung 
und des Welle- Teilchen-Dualismus im Moment nicht mehr als ein Deutungsversuch, der 
dem Leser einleuchten oder bei ihm auf Ablehnung stofien kann. Wir weisen aber darauf 
hin, dafi wir mit den Euler-Lagrange-Gleichungen die mathematischen Mittel zur Verfiigung 
haben, um unsere Annahmen (diskrete Energieniveaus bei Wellenmoden, "diskrctc" Wechselwirkung) 
zu verifizieren und unsere Vorstellung gegebenenfalls zu prazisieren. Wir haben uns damit 
bisher noch nicht beschaftigt und uns ganz auf den Kontinuumslimes konzentriert, weil 
wir vor Rechnungen zur Feldquantisierung einen sauberen Kontakt zur klassischen Theorie 
herstellen wollten. Aufierdem konnten wir aus dem Kontinuumslimes konkrctcre Ergebnisse 
und damit bessere Hinweise darauf erwarten, ob das Prinzip des fermionischen Projektors 
physikalisch sinnvoll ist. 
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Kapitel 2 



Der fermionische Projektor im 
Kontinuum 

GemaB den Uberlegungen in der Einleitung wollen wir ein physikalisches System in der 
diskreten Raumzeit durch den Projektor P auf die besetzten Fermionzustande beschreiben. 
Alle physikalischen Gleichungen sollen unmittelbar mit P und den Spektralprojektoren 
Ex der diskreten Raumzeit-Punkte x £ M formuliert werden. Bevor wir dieses Programm 
durchfiihren konnen, miissen wir den fermionischen Projektor als mathematisches Objekt 
einfiihren und moglichst allgemein und explizit untersuchen. 

Es ist technisch einfacher, im Kontinuum M = IR^ zu arbeiten: Wie in der Einleitung 
beschrieben, besitzt der Operator 

P{x,y) = ExPEy 

als Distribution einen sinnvollen Kontinuumslimes. In diesem Kapitel werden wir diese 
Distribution y) studieren. Im nachsten Kapitel ^ werden wir dann die Vorstellung 
einer diskreten Raumzeit durch Regularisierung von P{x, y) auf der Langenskala der 
Planck-Lange umsetzen. Die genaue Regularisierungsvorschrift darf in unsere Ergebnisse 
letztlich nicht eingehen. 

2.1 Der freie fermionische Projektor 

In diesem Abschnitt wollen wir den fermionischen Projektor y) des Vakuums konstruieren, 
den wir auch den freien fermionischen Projektor nennen. Die verschiedenen Fermionsorten 
sollen jeweils durch Diracseen der Form 

/ + H ^ik' - m') e{-k^) e-^^^^-y^ (2.1) 

beschrieben werden; der freie fermionische Projektor muB auf geeignete Weise aus solchen 
Diracseen zusammengesetzt werden. 

2.1.1 Spektralzerlegung des freien Diracoperators 

Da ( |2.lD aus Eigenzustanden des freien Diracoperators besteht, werden wir zunachst 
dessen Spektralzerlegung etwas allgemeiner untersuchen. Aus mathematischer Sicht ware 
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ein Spektralsatz der Form 

m dpm (2.2) 



mit Spektralmafi dp wtinschenswert, dabei bezeichnet o" = IR U ilR das Spektrum des 
Diracoperators. Gleichung ( |2.2| ) kann leicht hergeleitet werden, indem man das SpektralmaB 
explizit aus den Ebenen-Wellen-Losungen der freien Diracgleichung konstruiert. Bei einer 
Ubertragung des Spektralsatzes auf den Fall mit Wechselwirkung (also beispielsweise fiir 
den Diracoperator i(^+eJ^ im aufieren elektromagnetischen Feld) treten aber Probleme auf. 
Das liegt daran, daB das Skalarprodukt von H indefinit ist. Die grundlegende Schwierigkeit 
sieht man schon bei endlicher Dimension: ein hermitescher Operator von endlichem Rang 
ist i.a. nicht diagonalisierbar, wenn Null-Eigenvektoren (also Eigenvektoren u mit <n, u> = 
0) auftreten. 

Wegen dieser mathematisclien Probleme behandeln wir auch den freien Diracoperator 
vereinfacht: wir beschreiben die "Eigenraume" von durch Distributionen pm, km und 
leiten fiir diese Distributionen formale Rechenregeln ab. Der Formalismus hat Ahnlichkeit 
mit der Diracnotation (|1.2|), (|1.3| ), wenn man die Ortskoordinaten durch die Variable m 
ersetzt. Auf dieser Ebene wird sich spater auch der Fall mit Wechselwirkung befriedigend 
beschreiben lassen. 

Es ist giinstig, sowohl im Orts- als auch im Impulsraum zu arbeiten, dabei bezeichnen 
wir wie iiblich die Impuls- und die Ortskoordinaten mit k bzw. x. 

Def. 2.1.1 Wir definieren fiir a G IR, m G IRU iJR die temperierten Distributionen 

Pa{k) = 6{k^-a) (2.3) 

p^(k) = M (y + m) 6(k^ - m^) (2.4) 
m 

und fiir a £ IR"*" , m G IR 

Ka{k) = 6{k^-a)e{k°) (2.5) 

k„,{k) = + m) 6{k^ -m^)e{k°) . (2.6) 

m 

Wir fassen diese Distributionen auch als Multiplikationsoperatoren im Impulsraum auf. 



Fiir m = ist die Definitionsgleichung (2^), (|2.6| ) nicht eindeutig. In solchen Fallen bilden 



wir stets den Grenzwert < m ^ 0, also 

poik) := ^<5(A;2) , ko{k) := l^ 6{k^) eik'') 

Da die Multiplikation bei Fouriertransformation in die Faltung iibergeht, sind im 
Ortsraum die Distributionen die Integralkerne der zugehorigen Operatoren, also beispielsweise 



(pm^')(x) = j d ypm{x,y)^{y) = j d ypm{x-y)'^{y) 
Die Distributionen Pa, Ka und pm, km erfiillen die Klein-Gordon- bzw. Dirac-Gleichung 

{-U-a)Pa = (-□-a)Ka = (2.7) 
{i(^ — m) pm = {i^ — m) km = . (2.8) 

Die Losungen fiir a < 0, m £ ilR sind unphysikalisch; wir miissen sie aber trotzdem 
beriicksichtigen, um das ganze Spektrum der Differentialoperatoren zu erfassen. 
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Wir wollen jetzt formale Rechenregeln fiir Produkte der Operatoren Pa, Ka,Pm,f^m 
ableiten. Wenn ein Faktor der Form 6{a — (3) auftritt, setzen wir dazu in alien anderen 
Faktoren die Variablen a und [3 gleich. Auf diese Weise erhalten die formalen Distributionsprodukte 
einen Sinn, denn die einzelnen Faktoren hangen dann von verschiedenen Variablen ab. Wir 
erhalten die Relationen 

P^ = - a) 6{k'^ -h) = 5{a - h) Pa (2.9) 

Pa Kb = KbPa = Sik^ - a) 6ik^ - h) e(A;°) = 5{a - h) Ka (2.10) 

Ka Kj, = (5(A;2 - a) e{k°) <5(A;2 - 6) e(A;°) = 6{a - b) Pa (2.11) 

PmPn = ^^^^ + rn){li + n) 6{k^ - m^) 5{k^ - V?) 
mn 

I TTliTlj I 

= 5{m^ — n^) (k^ + (m + n)U + mn) Sik^ — n^) 

mn 

1 |n| 

= (dim — n) + 6(m + n)) (m + n) — (k + n) Sik"^ — n^) 

2m n 

= 5{m — n) pm (2-12) 

kmPn = Pnkm = 5{m - n) km (2-13) 

kmkn = 5{m-n)pm ■ (2-14) 
Aui3erdem gelten die Vollstandigkeitsrelationen 

/oo 

5{k'^ -a)da = 1 (2.15) 
-oo 

/ Prn dm = [ ^- — ^ 2m 6{k^ — m^) dm 
J mum. JiR+uiiR+ fn 

/oo 

5{k^ -m^)d{m^) = 1 (2.16) 
-oo 

und die Spektralsatze 

/oo 

a5{k'^-a)da = k'^ = -U^ (2.17) 
-oo 

/ mpmdm = I 2\m\^8ik--m-)dm = ^ = ^^^ . (2.18) 



oo 



Wegen Gleichung ( p. 12 ) und ( 2.16D , ( p.l8| ) konnen wir pm als die Spektralprojektoren des 



freien Diracoperators auffassen. Die Distributionen km unterscheiden sich von pm durch 
ein relatives Minuszeichen fiir die Zustande auf der oberen bzw. unteren Massenscliale. 
Wir bezeichnen die Ausdriicke 

^ {Pm + km) , ^{Pm- km) (2.19) 

manchmal als "Projektoren" auf die Eigenzustande positiver bzw. negativer Energie, 
obwohl es sich dabei wegen der (^-Normierung natiirlich mathematisch nicht um Projektoren 
handelt. 

2.1.2 Ansatz fiir P{x,y) 

Wir wollen nun schrittweise den freien fermionischen Projektor aufbauen. Eine massive 
Fermionsorte beschreiben wir durch einen Diracsee, also mit der Notation (^.4|), ( |2.6| ) 

P{x,y) = ^{pm-km){x,y) . (2.20) 
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In den einfachsten Systemen mit mehreren Fermionsorten zeigen alle Fermionen die gleichen 
Wechselwirkungen. In diesem Fall addieren wir die Diracseen, also bei / G IN Fermionsorten 
mit Massen rua, a = 1, . . . , /, 

^ 1 

P{x,y) = -7^ {Pnia - kma){x,y) , maj^rrib fiir alle a 7^ 6 . (2.21) 

a=l ^ 

Mit diesem fermionischen Projektor konnten beispielsweise die Leptonen e, ^, r beschrieben 
werden. In Analogie zum Standardmodell nennen wir die Fermionsorten in ( p.21| ) Familien 
und den Index a Flavour-Index. 

In realistischen physikalischen Systemen gibt es Fermionsorten, die auf unterschiedliche 
Weise wechselwirken (z.B. Quarks und Leptonen). Darum scheint der Ansatz ( 2.21 ) zu 
speziell und muB verallgemeinert werden: Wir gehen zu Spindimension 4B, B £ IN iiber 



und wahlen fiir P{x,y) die direkte Summe von Projektoren der Form ( 2.21 



Pix,y) = ^ (Pm,. - fe^, J(x,y)j , (2.22) 

dabei ist {rrija) eine Matrix 

{rnja)j=i,...,B; a=i,...j mit rrija / mjb fiir alle j und a^b 

Wir nennen die einzelnen direkten Summanden in ( |2.22| ) auch Blocke und den Index j 
Block-Index. Fiir B = 2, f = 3 erhalt man ein Modell fiir die Isospinpartner u,c,t <^ d, s, b. 
Fiir S = / = 3 und 

nT'ia — iTT-ja ^^ij konnte man die Quarks unter Beriicksichtigung der 
Colour- Freiheitsgrade beschreiben. 

Fiir ein realistisches physikalisches Modell fehlen noch Neutrinos, also Femionen mit 
einer ausgezeichneten Handigkeit. Damit die Lorentzkovarianz gewahrt ist, miissen diese 
chiralen Fermionen masselos seinQ. In Analogie zu ( |2.20| ) beschreiben wir einen Diracsee 
chiraler Fermionen durch den Ausdruck 

XL/B,^{Po-ko){x,y) 

Wir verallgemeinern ( |2.22| ) auf den Fall mit Neutrinos: Fiir jeden Block j definieren wir 
eine (4 x 4)-Matrix Xj mit 

Xj = 1 oder Xj = xl oder Xj = xr 



^Dieser Schlufi hangt damit zusammen, dafi wir mit vierkomponentigen Diracspinoren arbeiten: In 
der Diracgleichung {i^ — m)^' = sind die links- und rechtshandige Komponente := Xl/r^ der 

Wellenfunktion miteinander gekoppelt 

= Xl/r {i^ - m) * = xr/l * - m Xl/r * = "S^r/l - l/r 

Nur fiir m = sind 'i! l/r voneinander unabhangig, so dafi es Sinn macht, von chiralen Wellenfunktionen 
zu sprechen. 

Verwendet man dagegen zweikomponentige Weyl-Spinoren, so lal3t sich einfach ein Massenparameter in 
die Weyl-Gleichung einfiigen 

{icr^dj - m) * = 

Bei der Diskussion um eine mogliche Ruhemasse des /i-Neutrinos wird stets in der Weyl-Darstellung 
gearbeitet. Wir bemerken, dafi die Weyl-Gleichung bei unserer Verkniipfung von Koordinaten- und 
Eichtransformationen nicht sinnvoU ist (siehe auch |F1 ). 
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Falls Xj 7^ 1 ist, soil die Matrix {rrija) verschwinden, 

Xj 7^ 1 impliziert Tiija = Va . (2.23) 

Wir fiigen die chiralen Projektoren Xj als Faktoren in ( 2.22| ) ein und erhalten 



(2.24) 



j=l a=l 



Dies ist unser allgemeiner Ansatz fiir den freien fermionischen Projektor. Wir nennen die 
direkten Summanden mit Xj ^ 1 auch Neutrinobldcke. 



kurze Diskussion des Ansatzes 



Unser Ansatz ( p. 24 ) enthalt einige spezielle Annahmen: Zunachst einmal tritt in alien 
Blocken die gleiche Zahl von Familien auf. AuBerdem haben wir ausgeschlossen, dafi ein 
Block sowohl aus chiralen als auch aus massiven Fermionen aufgebaut ist. SchlieBlich ist 
auch die Blockdiagonalitat von ( 2.24| ) eine starke Bedingung fiir den freien fermionischen 
Projektor. Unser Ansatz sollte aber hinreichend allgemein sein, um die Fermionen des 
Standardmodells beschreiben zu konnen. Natiirlich liefie sich spater untersuchen, inwieweit 
der Ansatz in dem Sinne zwingend ist, daB er bereits aus den Gleichungen der diskreten 
Raumzeit folgt; wir werden solch allgemeine Fragen aber hier ausklammern. 

Als andere mogliche Erweiterung von (|]2|) konnte man fiir die einzelnen Diracseen 
zusatzliche Normierungskonstanten einfiihren, also 



/ 



P{x,y) = ^ Xj J2 Cja (Pn 



mit Co'a E IR 



(2.25) 



Diese Verallgemeinerung ist aber nicht sinnvoll: In der diskreten Raumzeit soil P ein 
Projektor sein. Im Kontinuum M = IR^ konnten wir dies nicht erreichen, weil die Eigenfunktionen 
des Diracoperators im IR^ nicht normierbar sind; wir haben gemafi (|2l^ ) bis ( |2l4|) erne 
(5-Normierung verwendet. Man kann aber auch im Minkowski-Raum mit Projektoren 
arbeiten, indem man die Masse etwas ausschmiert. Genauer ersetzen wir die Diracseen 
in (2.25) gemafi 



1 



{Pm - km){x,y) 



m+e Y 

dm' - {pm' - km'){x,y) 



(2.26) 



durch Integrale liber den Massenparameter. Mit den Rechenregeln (2.12) bis (2.14) kann 



man direkt iiberpriifen, dafi die rechte Seite von ( 2.26 ) ein Projektor ist. Wir haben die 
Vorstellung, dafi ( 2.2(^ ) naherungsweise die Situation in der diskreten Raumzeit beschreibt. 
Natiirlich ist diese Beschreibung stark vereinfacht, sie ist aber fiir unser Argument ausreichend^. 

■^Im endlichen Volumen lafit sich der Zusammenhang etwas genauer beschreiben: Zur Einfachheit 
ersetzen wir den Minkowski-Raum durch den vierdimensionalen Kasten M — [0, L]'^ mit periodischen 
Randbedingunge n. Da nn diirfen lediglich Impulse auf einem Gitter mit Gitterlange 2n/L auftreten. Die 
rechte Seite von (2.26) geht in den Projektor 



fee 2- z* 



{I^ + \k\) e{\k\ - m) e(m + £ - |fc|) e 



-ik(x — y) 



(2.27) 
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Da der Parameter e von der Geometrie der diskreten Raumzeit abhangt, muB er fiir alle 
Diracseen gleich sein. Mit der Naherung 

m+e J 

dm' - {pm' - km'){x,y) ^ e - {pm - kra){x,y) (2.28) 

m ^ 

folgt, dafi (2.25) ein sinnvoller Grenzfall im unendlichen Volumen ist, falls wir 

Cja = £ fiir alle a,j 

wahlen. Dann stimmt ( p. 25 ) bis auf einen fiir uns unwichtigen Vorfaktor 2e mit ( |2.2^ ) 
iiberein. 

Die Beschreibung der Neutrinos scheint in (2.24) auf den ersten Blick problematisch 
zu sein. Die links- bzw. rechtshandigen Neutrinoblocke haben die Form 

^ 1 

P{x,y) = XL/R E (Po-fco)(x,y) . (2.29) 

a=l 

Diese Distribution ist nilpotent, 

^1 ^ 1 

P{x, z) P{z, y) = xl/r E 2 '-^^ ~ kQ){x, z) xl/r E 2^^'^~ 

a=l a=l 

= (xl/rXr/l) E 2 ~ E 2^^°"^°'*'^^'^) " ^ 

a=l a=l 

und geht folglich bei naiver Regularisierung (also z.B. im endlichen Volumen mit Impuls- 
Cutoff) nicht in einen Projektor iiber. Als weitere Schwierigkeit stimmen alle Summanden 
in ( |2.2S| ) iiberein, so dafi die Neutrinofamilien im fermionischen Projektor nicht voneinander 
unterschieden werden konnen. Um einzusehen, dafi es sich dabei nur im unendlichen 
Volumen um Probleme handelt, schmieren wir wie in ( p.26| ) die Massen auf der Skala 
£ aus und ftihren aufierdem kleine Neutrinomassen nia mit {nia — rrihl > e \/a ^ b ein, 
also 

f rma+e \ 

(2.29) ^ XL/R J2 dm' -{p^,-k^,)ix,y) . (2.30) 

a=l ^ 

Nach dieser Ersetzung ist P{x, y) nicht mehr nilpotent; die einzelnen Diracseen sind 
im Impulsraum voneinander getrennt. Wegen des Vorfaktors Xl/r ist ( |2.30| ) nicht aus 
Eigenzustanden des freien Diracoperators aufgebaut. Das sollte aber keine Rolle spielen, 
falls ma,£ klein genug gewahlt werden, also insbesondere in der Grofienordnung 



m 



a,£ ~ (Ausdehnung der diskreten Raumzeit) ^ 



Wir bemerken, dafi die Unterscheidbarkeit der Neutrino-Flavours auch aus experimenteller 
Sicht eine offene Frage ist. 



tiber {\k\ = ^/\k^\), der aus diskreten Zustanden aufgebaut ist. Eine zusatzliche Diskretisierung der 
Raumzeit auf einem Gitter liefert einen Cutoff im fmpulsraum, so dafi man einen Projektor von endlicfiem 
Rang erhalt. 

Der Parameter e bescfireibt die "Breite" des Diracsees; fiir eine sinnvolle Regularisierung sollte man 
e 2n/L wahlen. 
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2.1.3 Die Asymmetriematrizen X, Y 

Bei der Konstruktion des freien fermionischen Projektors traten drei Arten von Indizes 
auf, namlich der Dirac-Index a, /3 = 1, . . . , 4, der Block-Index j,k = 1, . . . ,B und der 
Flavour-Index a,b = 1, . . . , /. Fiir eine iibersichtliche Notation ist es giinstig, diese Indizes 
zusammenzufassen. Dazu bilden wir das Tensorprodukt (D^ ® (D^ (D-^ der zugehorigen 
Vektorraume und verwenden auf dem Tensorprodukt eine Matrixschreibweise. Insbesondere 
definieren wir die sogenannten Asymmetriematrizen X, Y durch 

1 

XajafBkb = {Xj)al3 ^jk ^ab , Yajafikb = — T^ja Saf3 ^jk ^ab ■ (2.31) 

Der Massenparameter m in der Definitionsgleichung fiir Y kann beliebig gewahlt werden. 
Er wurde eingefiihrt, damit Y eine dimensionslose Grofie ist; bei einer Entwicklung nach 
der Masse ist er aufierdem hilfreich, um die Beitrage verschiedener Ordnung leichter 
auseinanderzuhalten. Falls X ^ 1 ist, sagen wir, dafi P eine chirale Asymmetrie besitzt. 
Im Fall Y ^ rnaSa/sSj^Sab haben wir entsprechend eine Massenasymmetrie. Die Bedingung 
( |2.23 ) laBt sich in der Form 

XY = YX = Y (2.32) 

umschreiben. 

Mit dieser Matrixschreibweise mufi man etwas aufpassen. Es ist namlich zu beachten, 
daB die Dirac-/Block-Indizes und der Flavour- Index eine grundlegend verschiedene Rolle 
spielen: Der RaumC^^ der Dirac-/Block-Indizes ist der Spinorraum; die Wellenfunktionen 
^ajix) sind darin Schnitte. Auf dem Spinorraum ist das Spinskalarprodukt mit Signatur 
{2B, 2B) gegeben. Die lokalen Isometrietransformationen dieses Skalarproduktes konnen, 
wie in der Einleitung beschrieben, als U{2B, 2i?)-Eichtransformationen interpretiert werden. 
Den Flavour-Raum haben wir dagegen nur eingefiihrt, um die Fermionfamilien zu indizieren. 



Der Flavour-Index tritt im fermionischen Projektor gemafi (|2.24D lediglich als innerer 
Summationsindex auf. Eine Transformation in ® (D-^ , bei der Spinor- mit Flavour- 
Indizes gemischt werden, ist nicht sinnvoll. Das Zusammenfassen des Spinorraumes und 
des Flavour-Raumes ist also wirklich nur eine Vereinfachung der Notation und hat keine 
physikalische Bedeutung. 

Wir entwickeln den freien fermionischen Projektor nach der Masse: Zunachst stellen 
wir die Distributionen pm, in einer formalen Potenzreihe dar, 

oo oo 

Pm = 51 "^'/^ ' ^™ = ^m'A;« . (2.33) 

1=0 1=0 



Bei Einsetzen in (12. 24) erhalt man 



P{x,y) = 

1=0 j=l a=l 



oo B f , 

1=0 j=l a=l 
oo 1 

= 5]m'Tr^(Xy')Tj(/)_fc(0)(a;,y) , (2.34) 

1=0 ^ 

dabei bezeichnet Ttjf die partielle Spur iiber den Flavour-Raum, 

/ 

a=\ 

Mit (|23^ ), ( |231) hab en wir handliche Formeln zur Beschreibung des freien fermionischen 



Projektors abgeleitet. 
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2.1.4 Explizite Betrachtung im Ortsraum 

Wir wollen nun den freien fermionischen Projektor P{x, y) als Funktion von x, y untersuchen. 
Bei expliziter Berechnung der Fouriertransformierten von (p^) , (|2.5|) erhalt man die Gleichungen 



m? Yi{V m?x'^) 



fiir > 



Pm<x) = (2.35) 



m? Ki{\/ —m?x'^ 
47r3 ^ _^2j.2 



fiir < 



K^.{x) = -^^S{x')e{x') + '-^^^^ffle{x')e{x') (2.36) 

mit Besselfunktionen Ji , Yi , Ki . In ( |2.35| ) ist der Pol auf dem Lichtkegel als Hauptwert zu 
behandeln. Die Distributionen km,Pm erhalt man durch Differentiation 

I TTl I I TTt I 

Pm = {i^x + "i)-Pm2 , km = (^^^. + m)Km2 . (2.37) 

m m 

Die Besselfunktionen besitzen die Reihendarstellungen 

^ (-ly 

^^^^^ ^ ^ 0°H2) + ^0 g MTi^ U 



2 1 1 ^ f-lV 



vr X 



vr ^t^o j!(j + l)! V2 



,=0 J!(J + 1)! V2 

11°° 1 /r\2i+l 

+---2i:-u7Tu^(-.) TO + l) + '^>0-)) , (2.40) 



2 ^t^o j!(i + l)! V2 
dabei ist Ce die Eulersche Konstante und <I> die Funktion 



n , 
k=l 

Durch Einsetzen dieser Reihendarstellungen in ( p.35| ) , ( |2.36| ) und ( |2.37] ) erhalt man Entwicklungsformeln 
fiii' Pm: km- 

Wir diskutieren kurz die erhaltenen Ausdriicke: Die Distribution km{x) verschwindet 
fiir raumartiges x, wahrend Pm{x) im ganzen Minkowski-Raum beitragt. Auf dem Lichtkegel 
x^ = sind die Distributionen singular; die Ordnung der Singularitat nimmt dabei mit 
steigender Potenz in der Masse ab. In pm treten auBerdem logarithmische Singularitaten 
~ ln(|x^|) x^^ auf. Aufierhalb des Lichtkegels sind die Distributionen glatte Funktionen, 
die fiir x^ — > ±00 asymptotisch abfallen. 

Die Logarithmen in ( p.39|) , (|2.40| ) fiihren auf 61116 Probl6iii: die Distribution Prn 

lafit 

sich entgegen unserem Ansatz ( |2.33| ) nicht in einer Potenzreihe in m darstellen, sondern 
besitzt nur eine Entwicklung der Form 



00 



= p^^) + log(m) q^^^i . (2.41) 

/=o 1=2 
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mit geeigneten Distributionen q^^\ Als moglichen Ausweg konnten wir (|!3|) durch die 
Gleichung 



oo 1 

1=0 ^ 

oo 

+ ^ Ttyr{Y^ log(my)) - q^^\x,y) 



(2.42) 
(2.43) 



1=2 



ersetzen. Fiir unsere Zwecke ist aber eine vereinfachte Behandlung ausreichend: Nach 
Einsetzen von (|2^ ), ( ^l0|) in d^H), (|]33) liaben alle logarithmischen Faktoren die 
Form 



log ( \ 



- log \x I + logm 



log 2 + Ce 



(2.44) 



Die problematischen logm-Terme treten also immer in Kombination mit logarithmischen 
Singularitaten auf dem Lichtkegel auf und verschieben diese Singularitat um eine Konstante. 
Bei der Untersuchung der Gleichungen der diskreten Raumzeit werden wir in Abschnitt 
1.5 die Bedingung ableiten, dafi bestimmte logarithmische Singularitaten ~ x~^^log|2;^| 
des fermionischen Projektors in den Gleichungen der diskreten Raumzeit verschwinden 
miissen. Als Folge werden dann automatisch auch die zugehorigen konstanten Beitrage ~ 

wegfallen. Im Hinblick auf diese Rechnungen kommt es uns auf die von x"^ unabhangigen 
Summanden in ( 2.44 ) nicht an, so dafi wir alle Logarithmen modulo einer reellen Konstanten 
behandeln konnen. Dazu fiihren wir die Funktionen 



ln(|x^ 



loglx^l + C 



(2.45) 



ein. Wir konnten die Konstante C explizit angeben, 

C(m) = 2 logm - 2 log 2 + 2C2 

die genaue Massenabhangigkeit ist fiir uns aber unwichtig. Mit dieser Schreibweise konnen 
wir den zweiten Summanden ( |2.43| ) mit den logarithmischen Termen des ersten Summanden 
( |2.42| ) zusammenfassen und so trotz der Beitrage ~ m? log m mit dem Potenzreihenansatz 
( p.34| ) arbeiten. Die Reihe ( 2.3'j| ) konvergiert dann im Distributionssinn. 

Fiir die ersten Entwicklungskoeffizienten hat man mit der Abkiirzung ^ = y — x 



p^^\x,y) 
p^^\x,y) 
p(2)(x,y) 
p^''^\x,y) 
p^^\x,y) 



27r3 ^4 
1 1 



1 



167r3 
i 

647r3 



H\e\) 
t H\e\ 



A;(0)(x,y) 
k^^\x, y) 
k^'^\x,y) 
k^^\x, y) 
k^^\x, y) 



27r2 



^2^ie)<e) 



1 

i 



167r2 
1 



647r2 



dabei bezeichnet S,"^ die partielle Distributionsableitung des Hauptwertes ^^2_ Durch 
Einsetzen in ( p. 34 ) erhalten wir schlieBlich explizite Formeln fiir den freien fermionischen 
Projektor. 
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Wie in der Einleitung beschrieben, spielen die Singularitaten von Pm,km auf dem 
Lichtkegel fiir uns eine entscheidende Rolle. Deshalb wollen wir anschaulich iiberlegen, wie 
es bei der Fouriertransformation zu diesen Singularitaten kommt. Um die logarithmischen 
Singularitaten zu vermeiden, betrachten wir die Distribution K^2 und fiihren einen Impuls- 
Cutoff A ein 

Durch den Cutoff wird die Distribution auf der Langenskala 2tt/X regularisiert; wir untersuchen 
den Grenzfall A — > oo. Nach einer Umskalierung und Entwicklung nach der Masse^ 

A2-2i / 6(1 - |A;0|) 6^^\k^) eik'') e-^'^^^") (2.49) 



j=0 



entspricht der Grenzwert A — > oo in den Integralen dem Limes, dafi die Ortskoordinate Ax 
ins Unendliche lauft. Die Wellenzahl — iAx in ( ^.49 ) wird in diesem Grenzfall immer grofier. 



Die meisten Beitrage des Integrals oszillieren sich immer besser weg und fallen folglich fiir 
groBes A ab. Eine besondere Rolle spielt die Hyperebene E{x) = {k \ <k,x> = 0}. Alle 
Beitrage in einer kleinen Umgebung dieser Ebene sind in ( p.49| ) in Phase. Falls x ein Punkt 
auf dem Lichtkegel ist, liegt E tangential zum Massenkegel. Da der Trager des Integranden 
auf dem Massenkegel liegt, haben wir dann in der Umgebung von E einen groBen Beitrag 
zu dem Fourierintegral ( |2.49| ). Damit fallt das Integral in ( 2.49 ) fiir = im Grenzfall 



A — > oo weniger stark ab oder steigt sogar an, was schlieBlich in (|2.49| ) zu Divergenzen 
fiihrt. 

Diese Uberlegung iibertragt sich direkt auf beliebige Distributionen mit Trager im 
Innern des Massenkegels (also in der Menge {/c^ > 0}). Verantwortlich fiir die Singularitaten 
auf dem Lichtkegel ist, anschaulich gesagt, die Flanke des Integranden in der Nahe des 
MassenkegelsQ. 

■^Zur VoUstandigkeit erwahnen wir, wie man mit dieser Rechnung auch die logarithmischen 
Singularitaten von P„j2 vers tehen kann: Bei Regularisierung und formaler Potenzreihenentwicklung von 
P„2 erhalten wir analog zu ( |2.4£| ) den Ausdruck 

^i'^W - E(-l)^ A^-^^ m^^- /'^e(l-|fc"|)5(^)(fc^)e-^'=(^^) . (2.46) 



Um ( |2.49| ), (2.46) einen mathematischen Sinn zu geben, mtissen wir die Faktoren 5'-^\k'^)e{k°) bzw. ^(^'(fc^) 
als Distributionen definieren; dazu untersuchen wir fiir eine Schwartzfunktion / die Gleichungen 

d_y 

da) la 

d_y 

da) la 

Die Ableitungen nach dem Parameter a sind in der Umgebung des Ursprungs fc = problematisch. Unter 
Ausnutzung des umgekehrten Vorzeichens von 5{k^ ~a)e{k'^) auf der oberen und unteren Massenschale kann 



d''kS'-'\k'')e{k°) f{k) = f-f) d''kS{k^ -a)e{k°) f{k) (2.47) 

\daj ia=o J 

d*kS'-''>(k^)e{k°) f{k) = (^-^y I d^kSik^ -a) f{k) . (2.48) 



man (2.47) (ahnlich wie der Distributionsableitung eine s Hauptwertintegrals) einen Sinn geben und so die 



Potenzreiho (p. 491) mathematisch rechtfertigen. In (2.48) treten dagegen nicht-hebbare Divergenzen auf, so 



dafi auch (12. 461) nicht existiert. Bei Regularisierung im I mpuls ra um st ellt man fest, dafi diese Divergenzen 
logarithmisch sind und folglich gerade den log-Terme in ( [2.39| ), ( ^.40| ) entsprechen. 

''Mit diesem Argument lafit sich sogar die Ordnung der Singularitat beschreiben, wir betrachten als 
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2.1.5 Der freie fermionische Projektor des Standardmodells 



Zur Erlauterung wollen wir abschliefiend einen freien fermionischen Projektor aufbauen, 
der die Fermionkonfiguration des Standardmodells nachbildet. Wir wahlen / = 3 und 
definieren auf dem Flavour-Raum die Massenmatrizen der Lepton- und Quarkfamilien 



/ 
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^ rrid 

TTT-s 
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Die Neutrinos miissen als linkshandige Fermionen masselos sein. 

Wir betrachten zunachst die Isospinpartner z^e,!/^,!/,- <-> e, ;U,t und u,c,t d,s,b 
getrennt: Zur Beschreibung der Leptonen und Quarks werden jeweils achtkomponentige 
Wellenfunktionen benotigt. Bei der Zerlegung (D^ = © des Spinorraumes haben die 
Asymmetriematrizen die Form 



XL® I 
1 © 1 



1 

m 
1 

m 



(0 © M"=P) 
(M" © M"^ 



Mit Gleichung erhalt man die zugehorigen freien fermionischen Projektoren, die wir 

Lepton- bzw. Quark-Sektor nennen. 

Zur Beschreibung der Fermionen des Standardmodells miissen wir eine direkte Summe 
des Lepton- und Quarksektors bilden. Um die Colour-Freiheitsgrade zu beriicksichtigen, 
bauen wir den Quarksektor dreifach ein. Wir setzen also bei Spindimension 32 mit der 
Zerlegung (C^^ = ((^4 ^ 



M 



d\3 



X = X'^P © (X'^^'f = {xL © 1) © (1 © 1)^ 

Y = © (Y'^^'f = — f (0 © M"=P) © (M" 

m V 

(D^. Der freie fermionische Projektor ist 



(2.51) 
(2.52) 



Die Matrizen X, Y wirken auf C^^ = (D^ © (D 
wieder durch die Potenzreihe ( |2.34 ) gegeben. 

Man beachte, dafi fiir die Fermionmassen nicht die physikalischen Massen, sondern, wie 



in Abschnitt 1.4 der Einleitung beschrieben, die nackten Massen bei Regularisierung der 



Theorie auf der Planck-Skala einzusetzen sind. Es ist nicht klar, welche genauen Werte 



Beispiel den Fall m = 0. Als Fourierintegral untersuchen wir gemafi ( p. 4! 



I 



-ik(Kx) 



(2.50) 



Wir hatten iiberlegt, dafi fiir die Singularitat auf dem Lichtkegel das Integral iiber das Gebiet {— c < k \x < 
c} mit festem c ~ tt entscheidend ist. Darum ersetzen wir den oszillierenden Faktor exp(— ifcAa::) in ( ^.50| ) 
naherungsweise durch 0(7r — |fcAa;|). Wir fiihren das Integral iiber fc" aus und wahlen Polarkoordinaten 
(fc = \k\,8,Lp). Das Integral iiber k skaliert sic h nich t in A, das Integral iiber die Winke lkoor dinaten verhalt 
sich in niedrigster Ordnung ~ A~^. Damit ist (2.50) proportional zu A~^. Folglich hat ( |2.4g| ) eine Divergenz 
~ A, zeigt also tatsachlich das richtige Skalierungsverhalten, wie man durch Vergleich mit K^'^^x) bei 
Regularisierung auf der Langenskala A~^ sieht. 
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diese nackten Massen haben; auf jeden Fall sollten sie sich fiir die schweren Fermionen 
deutlich von den physikalischen Massen unterscheiden. Da Proton und Neutron annahernd 
die gleiche Masse besitzen, ist es naheliegend, die Isospinabhangigkeit der Quarkmassen 
allein auf die Selbstwechselwirkung zuriickzufiihren, also 

rriu = rud , "t-c = "is > "^t = t^b (2.53) 

anzunehmen. Aus physikalischer Sicht ist nicht ausgeschlossen, dafi es audi Relationen 
zwischen den Lepton- und Quarkmassen gibt, im einfachsten Fall 

rriu = ma = nie , 'mc = ms = mfj, , mt = rrih = rur ■ (2.54) 



Die Relationen (2.53), (2.54) sind im Moment eher spekulativ. Wir werden sie zunachst 
weglassen und die nackten Fermionmassen als 9 voneinander unabhangige Parameter 
ansehen. 



2.2 Storungen erster Ordnung 

Wie in der Einleitung beschrieben, miissen wir den fermionischen Projektor unter allgemeinen 
Storungen (|1.44| ) des Diracoperators untersuchen. Bevor wir dieses Problem im nachsten 
Abschnitt systematise!! angehen, wollen wir die lineare Naherung studieren. Dazu 
beginnen wir mit der Storungsrechnung fiir die Distributionen pm, ^m- Die detaillierten 
Rechnungen wurden in die Anhange A-D ausgelagert; wir werden hier die formale Entwicklung 
durchfiihren und die wichtigsten Ergebnisse aus den Anhangen diskutieren. Anschliefiend 
werden wir erklaren, wie die Storungsrechnung fiir den fermionischen Projektor P auf 
diejenige fiir pm, km zuriickgefiihrt werden kann. 



2.2.1 Formale Storungsentwicklung fur Pm,km 

In diesem Abschnitt wollen wir bei Spindimension 4 die Spektralprojektoren des Di- 
racoperators + B in erster Ordnung in B bestimmen. Zur Unterscheidung von den 
Spektralprojektoren pm, km des freien Diracoperators bezeichnen wir die gestorten Grofien 
mit einer zusatzlichen Tilde. Gesucht sind also hermitesche Operatoren mit 

{i^ + B-m)pm = 0{B^) , {i^ + B-m)km = 0{B^) , (2.55) 

auBerdem sollen in erster Ordnung die zu ( p.l2| ) bis (2.14) analogen Relationen 

kmkn = PmPn = 5{m - fl) Pm , km Pn = Pm K = 5{m - Tl) km (2.56) 

gelten. 

Wir leiten zunachst auf anschauliche, aber mathematisch nicht strenge Weise einen 
Ansatz fiir Pm,km ab: Die Distributionen Pm^km sind aus Eigenzustanden des freien 
Diracoperators aufgebaut, also formal 

Pm{x,y),kmix,y) = J2 '^ci{x)'^{y) mit (i^ - m) ^'^ = . (2.57) 

a 

Die gestorten Zustande erfiillen die Gleichung (i^ — m + B) = 0{B^) und konnen 
mit der in der relativistischen Quantenmechanik iiblichen Storungsrechnung behandelt 
werden. Man erhalt 

^a{x) = "^aix) - J (fySm{x-v){B^a)[v) 

mit der Dirac-Greensfunktion Sm, welche durch die folgende Definition gegeben ist. 
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Def. 2.2.1 Wir definieren fiir m G IR die temperierte Distribution Sm als Hauptwert 

s^(k) = - lim ( + ) (2.58) 

und fassen Sm im Impulsraum auch als Multiplikations operator auf. 
In Operatorschreibweise haben wir also 

= "^a - SmS^a , §a = " B Sm ■ (2.59) 

Wir setzen diese gestorten Eigenzustande in ( |2.57| ) ein und erhalten in erster Ordnung 

Pm — Pm SjYi B Pin Pm B Sm (2.60) 
km — B km ^m B Sm • (^•^-^) 

Wir miissen verifizieren, daB der Ansatz ( p. 60 ), (2.61) tatsachlich die Bedingungen 
( |2.55| ), ( |2.56| ) erfiillt: Aus der Operatorgleichung 

{i^-m)sm = 1 (2.62) 

folgt unmittelbar ( |2.55 ). Fiir die Greensfunktionen gelten analog zu (2.9) bis ( [2.14] ) die 
formalen Rechenregeln 

_ _ (^ + m)(^ + n) {ml 2 2\ 

Pm Sn — Sn Pm — Tn n d[K — TU ) 

— m m — n 

km Sn — km — km (^•6'^) 

m — n 

1 _ 1 

Sm Sn JT, \~ru \ — [Sm ~ Sn) j (z.Obj 

— m) [ff — n) m — n 
wobei wir allc Pole cils Hauptwert beha^ndeln. Die Relcition Prn Pn 

= 6{m — n) Pm erhalt 
man man unter Verwendung von ( p.l2| ), ( |2.63 ) durch die Rechnung 

PmPn = PmPn - SmBpmPn-PmB SmPn-PmPnB Sn-Pm SnBpn + 0{B'^) 

= 6{m - n) {pm - SmBpm - PmB Sm) 
1 l 

PmBpn PmBpn + OiB"^) 



n — m m — n 



= 6{m-n)pm + 0{B^) , (2.66) 

die anderen Bedingungen in ( ^.561) folgen analog. 

Etwas eleganter laBt sich die Storungsrechnung erster Ordnung auch mit einer unitaren 
Transformation beschreiben: 

Satz 2.2.2 Der Operator 

U[B] = I - f dmsmBpm (2.67) 

JMUiM 

ist (in erster Ordnung in B) unitdr und 

Pm = UpmU* , km = UkmU* . (2.68) 

Zu jeder infinitesimalen unitaren Transformation V = 1 + iA (mit einem hermiteschen 
Operator A) gibt es einen Storoperator B mit U[B] = V. 
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Beweis: Mit Hilfe von ( 2.63| ) und der Vollstandigkeitsrelation ( |2.16D konnen wir den 
Propagator Sm in der Form 

dm — - pm (2.69) 

iRuiiR m-m' 

umschreiben. Damit haben wir 

/ dm SmBpm = I dm f dm' ^ — : Pm B Pm' ■ (2.70) 

JmuilR JIRUilR JIRUilR m — m' 

Da dies ein antihermitescher Operator ist, ist U unitar. Unter Verwendung von ( 2.69| ) 
erhalt man weiterhin 

U PmU* = Pm+ [ dm' [ dm" (p^, Pm' B Pm" - Pm' B Pm" Pm) 

Jmum Jmum m - m" 

— Pm Pm B Sm Sm B Pm — Pm j 



die zweite Gleichung in ( 2.68| ) folgt analog. Zu gegebenem V = 1 + iA setzen wir 
B = -^^ dm I dm'im-m')pmApm' 

JIRUilR JIRUilR 

und erhalten mit ( |2.16| ), ( p. 69 ) schliefilich 

U[B] = 1 + i [ dm [ dm' {m — m') pm Apm' 

JiRuiiR JiRuiiR m-m' 

= l + iA = V 



□ 



Uneindeutigkeit der Storungsrechnung fiir 



Mit den Gleichungen ( 2.601 ), ( |2.61D wird die Auswirkung der Storung^B auf die Spektralprojektoren 



Pm,km in erster Ordnung vollstandig beschrieben. Es ist etwas unbefriedigend, dafi dieser 
Ansatz nicht zwingend erscheint. Insbesondere hatten wir bei der Storungsrechnung fiir die 
Eigenzustande ( 2.59| ) anstelle von ( 2.58 ) auch die retardierte oder avancierte Greensfunktion 



verwenden konnen. Wir wollen abschlieBend untersuchen, wie sich diese Uneindeutigkeit 
der Storungsrechnung fiir ^ a in den Gleichungen fiir Pmi km auswirkt. 

Zunachst miissen wir die retardierten und avancierten Greensfunktionen einfiihren: Die 
Distribution Sm ist als Ableitung der Greensfunktion der Klein-Gordon-Gleichung 

darstellbar, genauer 

Sm = (i^^ + m)5„,2 . (2.72) 

Bei der Berechnung der Fouriertransformierten von ( |2.71| ) erhalt man die explizite Formel 



1 , 2^ Jl{'\f' 



m^x 



Sm<x) = -^5{x') + ^ \ . ' Q(^') • (2.73) 
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Durch Vergleich mit ( ^.361) stellt man fest, daB sich 5^2 (x) und K^2{x) nur um einen 
relativen Faktor — ivr e(x°) voneinander unterscheiden. Wegen ( |2.72| ), ( |2.37| ) gilt dasselbe 
auch fiir Smix) und km{x). Folglich konnen wir durch geeignete Linearkombination von 
Sm, km Greensfunktionen konstruieren, deren Trager nur innerhalb des oberen oder unteren 
Lichtkegels liegt. 

Def. 2.2.3 Wir definieren die avancierte und retardierte Greensfunktion durch 

Sm = •5m + i-n-km (2.74) 

~ ~ i'^ km ■ (2-75) 

Diese Definition stimmt mit der iiblichen Festlegung der Pole in der komplexen Ebene 
iiberein, also 

s (k) = lim -75 ;5 — TT ) s [k) = lim -75 ^ —77 

£^0 k^ -m? - lek^ e^o k^ - m? + lek^ 

Mit der Schreibweise ( p. 741 ), ( |2.75| ) wird aber deutlicher, dafi sich die verschiedenen Greensfunktionen 
um ein Vielfaches von km unterscheiden. 



Wenn wir ( |2.62| ) als Bestimmungsgleichung fiir die Greensfunktionen ansehen, konnen 
wir zu Sm sogar eine beliebige Losung der freien Diracgleichung hinzuaddieren. Damit unser 
Ansatz nicht zu kompliziert wird, wahlen wir als Greensfunktion in Verallgemeinerung von 
(1^), (||7|) 

Sm '■= Sm + a{m)pm + (3{m) km (2.76) 

Sm ■= i^m)* = Sm + Ol{m) Pm + P{m) km (2.77) 

mit komplexwertigen Funktionen a, /3. Fiir die gestorten Zustande folgt gegeniiber 



(H) _ _ _ 

und damit 

Pm — Pm Sm ^ Pm Pm ^ Sm ? — km Sm ^ km km t3 Sm 

Wir wollen untersuchen, fiir welche Funktionen a,/3 die Bedingungen ( ^.56 ) erfiillt sind. 
In Analogic zu ( 2.66| ) haben wir nun 

PmPn = 6{m- n) Pm - PmS^Bpn - PmB S> p„ 

= 6{m-n)pm - 5{m - n) {a{m) + a{m)) Pm B Pm 



+5{m - n) P{m) km B pm + f3{m) pm B k„ 



Folglich miissen die Bedingungen a{m) + a{m) = und /3(m) = gelten. Der Ansatz 
( |2.76|) , ( 2.77| ) vereinfacht sich zu 

s< = Sm + i^{m)pm , s^ = Sm - i-f{m) Pm (2.78) 

mit einer reellen Funktion 7. Fiir pm, km folgt 

Pm = Pm - SmBpm - i^{m) Pm B Pm - Pm B Sm + i^{m)pmBpm 

— Pm Sm B Pm Pm B Sm (2.79) 

— km ~ Sm B km ~ i"f{^) Pm B km ~ km B Sm i^{f^)kmBpm 

= km - SmB km - kmB Sm - ij{m) {pm B km - km B Pm) ■ (2.80) 
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Man kann direkt ver ifizieren, daB (|]7|), (^) alle Bedin gungen (|2^ und (p^) erfiillt. 
Nach (2.79) scheint von der speziellen Greensfunktion unabhangig zu sein, in die 
Storungsrechnung fiir km geht gemaB ( 2.8C| ) dagegen die Wahl der Greensfunktion explizit 
ein. 

Dieses Ergebnis laBt sich auch direkt einsehen: Die Distributionen p^, sind als Spektralprojektoren 
des gestorten Diracoperators + B, also durch die Gleichungen 



Pni Pri 



5{m — n) Pr, 



Pr 



dm 



dm 



(2.81) 



unabhangig von einer Storungsrechnung definiert. Daher ist klar, daB die Freiheit in der 
Wahl der Greensfunktion nicht in die Formeln fiir pm eingeht. Bei der Distribution km 
haben wir fiir die Zustande auf der oberen und unteren Massenschale gemaB (^^) ein 
relatives Minuszeichen eingefiihrt. Fiir den freien Diracoperator ist die Aufspaltung der 
Eigenraume in Zustande positiver und negativer Energie eindeutig. Durch die Storung des 
Diracoperators werden aber die Zustande der beiden Massenschalen miteinander gemischt, 
so daB wir nicht mehr auf kanonische Weise von positiven und negativen Energiezustanden 
sprechen konnen. Da in km zwischen diesen Zustanden dennoch durch ein relatives Vorzeichen 
unterschieden werden muB, enthalt die Definition von km eine gewisse Willkiir. Diese 
Willkiir entspricht der Uneindeutigkeit der Storungsrechnung fiir km- 

Wegen der Uneindeutigkeit der Storungsrechnung mag es auf den ersten Blick nicht 
sinnvoll erscheinen, iiberhaupt mit der Distribution km zu arbeiten. Wir erklaren, warum 
und in welchem S inn km fiir uns trotzdem niitzlich ist: Nach den Uberlegungen in der 
Einleitung beschreiben wir die Storung des fermionischen Projektors durch eine allgemeine 
unitare Transformation ( |1.43| ) . Um einen Kontakt zur iiblichen Formulierung physikalischer 
Wechselwirkungen herzustellen, schreiben wir diese unitare Transformation gemaB ( 1.44| ) 



in eine Storung des Diracoperators um. Nach Satz 2.2.2 laBt sich jede unitare Transformation 
durch eine geeignete Storung des Diracoperators beschreiben. Damit erfiillt die Storungsrechnung 
( |2.60| ), ( 2.61| ) genau den gewiinschten Zweck. Man kann sich iiberlegen, daB sich mit 
der alternativen Storungsrechnung ( |2.80| ) ebenfalls jede unitare Transformation realisieren 
laBt. In diesem Sinne sind die verschiedenen Varianten der Storungsrechnung also gleichwertig. 
Die Uneindeutigkeit der Storungsrechnung betrifft somit nur die Frage, welcher Storoperator 
B zur Beschreibung einer bestimmten unitaren Transformation verwendet werden soil. 
Dabei handelt es sich nicht um eine grundlegende Frage; es geht lediglich darum, mit 
welcher Methode der Storungsrechnung der wechselwirkende fermionische Projektor am 
besten mit Potentialen und klassischen Feldern beschrieben werden kann. 



In Abschnitt 2.3.1 werden wir die Uneindeutigkeit der Storungsrechnung in allgemeinerem 
Rahmen untersuchen. Es wird sich zeigen, daB ( 2.61 ) die giinstigste Definition fiir km ist. 



2.2.2 Storungsrechnung im Ortsraum 



Mit ( p.60|) , ( 2.61 ) haben wir die Storungsrechnung fiir die Spektralprojektoren zwar formal 
durchgefiihrt; wir haben aber noch keine Vorstellung davon, wie die Distributionenpm(3;; v)^ kmix, y) 
konkret aussehen. Um den Zusammenhang zwischen der Storung des Diracoperators und 
dessen Spektralzerlegung besser zu verstehen, wurden die Gleichungen ( p.60| ), ( p. 61 ) in den 
Anhangen A-D fiir verschiedene Storoperatoren B im Ortsraum ausgewertet. Als Ergebnis 
erhalt man Formeln fiir pm{x,y),kmix,y), an denen sich das singulare Verhalten dieser 
Distributionen auf dem Lichtkegel explizit ablesen lafit. In diesem Abschnitt wollen wir 
die Technik dieser Rechnungen schematisch beschreiben und einige wichtige Ergebnisse 
aus den Anhangen A-D zusammenstellen. 
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grundlegende Methode der Rechnung 

Um das Prinzip der Rechnungen zu erklaren, geniigt es, die Storung B = durch ein 
elektromagnetisches Potential zu betrachten. Aui3erdem beschranken wir uns zunachst 
auf die Storungsrechnung fiir und den Fall m = 0. Wir wollen also gemafi ( |2.61| ) die 
Gleichung 

ko = kQ - e(so4^o + ^o^'^o) 

in eine explizitere Form bringen. Zunachst ziehen wir mit Hilfe von ( 2.72|) , ( |2.37| ) zwei 
partielle Ableitungen nach aufien 

= feo - e(i^)(So4^o + K^4S^)m . (2.82) 

Die Distributionen Sq,Kq haben nach ( p. 73 ), ( 2.36| ) im Ortsraum den Trager auf dem 
Lichtkegel 

So{x) = -^Six") , Ko{x) = -^6{x')e{x') 

Damit konnen wir die Terme 5*0 ^-Pq, Pq 4-^0 in ( P-82 ) als Integrale iiber den Schnitt 
zweier Lichtkegel umschreiben, also formal 

{So4Ko){x.y)AK^4So){x,y) = j z 5{{x - zf) 5{{y - zf) ^{z) ■ ■ ■ . (2.83) 

Wir nennen Integrale dieses Typs Lichtkegelintegrale. Lichtkegelintegrale lassen sich technisch 
recht gut handhaben. Insbesondere kann man die Randwerte auf dem Lichtkegel explizit 
berechnen; man erhalt dabei Linienintegrale iiber das Argument, also z.B. 

/oo 
dX4{Xy-{l-X)x) ■■■ . (2.84) 
-oo 

Das verbleibende Problem besteht darin, die beiden partiellen Ableitungen in (|2.82| ) 
zu berechnen. Wir beschreiben die Methode zur Einfachheit nur fiir (So 4 ^o){x,y) rnit 
X = und partielle Ableitungen nach der Variablen y: Die Funktion f{y) := {So4Ko){0, y) 
ist harmonisch, 

uf{y) = {So4{aKoW,y) = , (2.85) 

auBerdem sind die Randwerte von / auf dem Lichtkegel gemaB ( 2.841) explizit bekannt. 
Falls / eine glatte Funktion ist, haben wir also 

f\{y I j/2=o} = /o ™it einer gegebenen Funktion /o . (2.86) 

Wir miissen die partiellen Ableitungen auf dem Lichtkegel djf\^y | yZ^g} ™it Hilfe von /o 
ausdriicken. Fiir die Richtungsableitungen tangential zum Lichtkegel konnen wir einfach 
/o ableiten 

u^djfiy) = u^djfoiy) falls y^ = und uy = . (2.87) 

Damit geniigt es, die Ableitung noch in einer beliebigen transversalen Richtung zu bestimmen. 
Wir schreiben die Wellengleichung ( p. 85 ) mit Lichtkegelkoordinaten u = ^(t + r), v = 

^{t — r), ■!?, if um 

+ - - -,A, /(n,.,^,V.) = , (2.88) 



du dv r dv r du 
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dabei bezeichnet den spharischen Laplace-Operator. Auf dem oberen Lichtkegel konnen 
du, d^, als tangentiale Ableitungen gemaB ( 2.87 ) ausgefiihrt werden. Da ( p.88| ) nur erste 



Ableitungen nach v enthalt, konnen wir aus dieser Gleichung die transversale Ableitung 
dyf bestimmen. Dazu schreiben wir (|2.8^ ) in der Form 

d f d \ f d I \ 

— (^^/—/(n, 0,19,99) j = (^— + -A,j/o(n,0, ??,(/.) , u>0, r; = 

um und integrieren iiber u 

— /(uo,0,i9,(/?) = — / — [u—f{u,0,i^,ip)] du 
ov uq Jo ou \ ov / 

1 no / g 1 \ 
= — / {j- + -As) fo{u,0,^,ip) du . (2.89) 
no Jo \ou u J 

Diese Rechnung in speziellen Koordinaten ist zwar nicht besonders elegant, man sieht 
daran aber am schnellsten, daB die partiellen Ableitungen djf auf dem Lichtkegel als 
Linienintegrale iiber Ableitungen der Randwerte /o darstellbar sind. Da djf wieder eine 
harmonische Funktion ist, kann das Verfahren iteriert werden und liefert so auch Formeln 
fiir die hoheren partiellen Ableitungen von /. 

Nach leichter Verallgemeinerung dieser Methode konnen die Ableitungen in ( |2.82| ) 



ausgefiihrt werden. Gemeinsam mit (2.84) kann man das Verhalten von ko{x,y) auf dem 
Lichtkegel mit geschachtelten Linienintegralen iiber das Potential ^ und dessen partielle 
Ableitungen beschreiben. Diese geschachtelten Linienintegrale konnen schliefilich in einfache 
Linienintegrale umgeschrieben werden. 

Die Methode ( |2.89D der Integration partieller Ableitungen langs des Lichtkegels ist 
nicht neu. In beispielsweise wird damit die Wellenausbreitung von Singularitaten 
untersucht. Wir haben diese Technik erweitert und zur expliziten Berechnung von kiYii^x^ y), 
Pmix,y) ausgenutzt. 

Die bisherige Beschreibung war stark vereinfacht. Wir erwahnen kurz die auftretenden 
Komplikationen und notwendigen Verallgemeinerungen: Zunachst einmal ist die harmonische 
Funktion / i.a. nicht glatt, sondern besitzt auf dem Lichtkegel Unstetigkeiten und Singularitaten. 
Man kann also nicht mit ( p. 861) arbeiten, sondern muB bestimmte Grenzwerte von f{z) 
fiir z ^ y und 7^ 0, = betrachten. Dies wird in Anhang A genau beschrieben. 
Im Fall m 7^ treten keine harmonischen Funktionen auf, so dafi unsere Methode nicht 
mehr anwendbar ist. Bei einer Entwicklung von km nach m lassen sich aber die Beitrage 
jeder Ordnung mit den inneren Lichtkegelintegralen bestimmen. In Anhang B werden 
diese Entwicklungsbeitrage bis zur Ordnung 0{m^) bestimmt. Bei der Storungsrechnung 
fiir po{x,y) tritt die Schwierigkeit auf, daB die zu ( |2.83|) analogen Terme 

{So4Po){x,y), iPo4So){x,y) 

nicht mehr Lichtkegelintegrale sind, sondern wegen (|2.35D eine kompliziertere Form haben. 
Insbesondere treten nun logarithmische Singularitaten auf dem Lichtkegel auf, die in 
Anhang C mit den verallgemeinerten Lichtkegelintegralen behandelt werden. In Anhang 
D haben wir schliefilich Methoden der inneren und verallgemeinerten Lichtkegelintegrale 
kombiniert, um bei Entwicklung nach m bis zur Ordnung 0{m^) zu berechnen. 

Die Methoden, die wir gerade fiir das elektromagnetische Feld beschrieben haben, 
lassen sich auf viele andere Storungen des Diracoperators iibertragen. In den Anhangen A- 
D werden allgemeine Matrixpotentiale {A'^{x))a,f3=i,...,4: und verschiedene Storungen durch 
Differentialoperatoren behandelt. 
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Beschreibung einzelner Ergebnisse aus Anhang A-D 

Wir wollen nun die Ergebnisse der Storungsrechnung im Ortsraum an verschiedenen 
Beispielen diskutieren. Dazu beginnen wir wieder mit der Storung B = durch ein 
elektromagnetisches Potential. Fiir die Distribution kQ{x,y) ist der Storungsbeitrag 

Ako{x,y) := ko{x,y) - ko{x,y) = -e(so4^o + 4 •so)(a;, y) (2.90) 

in Theorem |5.1.1| auf Seite |17C| explizit angegeben. Wir miissen zunachst die verwendete 
Notation erklaren: Die Integrale , bezeichnen Linienintegrale langs der Verbindungsstrecken 
xy bzw. Tz mit Integrationsvariable a, also 

f = f{ay + {l — a)x)da , / / = / f{ctz + {l — a)x)da 

Jx Jo Jx Jo 

Fiir die (5-Distribution auf dem oberen und unteren Lichtkegel wird die Schreibweise 
verwendet, 

Wie bereits im Theorem angegeben, ist ^ = y — x, C = z — x. Das Symbol <f bezeichnet 
schliel31ich ein spezielles Lichtkegelintegral vom Typ (1^. Die genaue Definition ist an 



dieser Stelle nicht entscheidend; wichtig ist, daB die Funktion <f^ f nur dann beitragt, wenn 
y — x im oberen Lichtkegel liegt, also 

£ f = falls y 9^ := |y I (y - xf > und y° - 2;° > o} 

Die Randwerte auf dem Lichtkegel sind wie in ( p. 84 ) Linienintegrale liber /, genauer 



Mm 4 f = - f 



Die Randwerte der Lichtkegelintegrale ( |5.5D bis ( |5.q ) sind in Satz |5.1.2| auf Seite |17C| zur 
besseren Ubersicht separat aufgefiihrt. 



Da die Formel von Theorem 5.1.1 auf den ersten Blick etwas uniibersichtlich ist, wollen 
wir sie genauer diskutieren. Zunachst fallt auf, dafi die einzelnen Beitrage (^]^) bis (|5.§| ) 
nach der Starke der Singularitat auf dem Lichtkegel geordnet sind: (^]^) verhalt sich auf 



dem Lichtkegel wie S'{S, ), die Summanden (|5.2D bis (5^) besitzen eine )-Singularitat, 



bei den Lichtkegelintegralen (^^) bis ( ^.8[) tritt schliefilich nur noch eine Unstetigkeit 
~ 0(^^) auf. Wir haben also AA;o(x,y) um den Lichtkegel entwickelt und alle Beitrage bis 
zur Ordnung 0{S,'^) explizit berechnet, dabei bezeichnet C'(^^) alle Distributionen f(x,y) 
mit der Eigenschaft, daB \{x — f{x,y)\ regular ist. Eine solche Lichtkegelentwicklung 
ist sinnvoll, well es uns auf das Verhalten von Ako{x, y) auf dem Lichtkegel ankommt. Die 
schwacher singularen Beitrage werden in der Plancknaherung stets gegeniiber den starker 
singularen Beitragen vernachlassigbar sein. Alle nicht berechneten Beitrage der Ordnung 
sind fiir uns tatsachlich irrelevant. 
Wir wollen die einzelnen Beitrage etwas detaillierter betrachten: Das elektromagnetische 
Potential A tritt lediglich im fiihrenden Term (^]^) auf; alle anderen Summanden sind 
eichinvariant aus dem Feldstarketensor Fij und dem Stromtensor jk aufgebaut. Um die 



Bedeutung von (5.1) zu verstehen, betrachten wir den Spezialfall Aj = djA. In diesem Fall 



kann das elektromagnetische Potential durch die C/(l)-Eichtransformation 

^{x) — > exp(-ieA(x)) ^{x) 
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global zum Verschwinden gebracht werden; dabei geht km{x,y) in die freie Distribution 
km{x,y) liber. Folglich konnen wir km exakt angeben, 

km{x,y) = exp(zeA(x) - «eA(y)) km{x,y) , 



und erhalten in erster Ordnung in den Potentialen 



Akm{x,y) = ie {A{x) - A{y)) km{x,y) = -'^^ (^J "^j^^^ km{x,y) . ( 



S.l.llliefert fiir m = das gleiche Ergebnis, denn wegen Fi 



1-3 



Jk 



2.91) 



verschwinden 



5.q ). Wir sehen auf diese Weise, dafi der Beitrag ( p.!]) fiir das richtige Eichtransformationsverhalten 



Theorem 
(PI) bis ( 

verantwortlich ist. Er wird Eichterm genannt. Wir bezeichnen die anderen Beitrage ( |5. 
( ^.41) als Feldstdrketerme und die Summanden (|5.2| ) , (|5.8| ) als Stromterme. Die Lichtkegelintegrale 
( ^.5D bis ( ^.7D enthalten schlieBlich hohere Ableitungen n-Fj/t, nj^ von Feldstarke und 
Maxwellstrom. 

Wir haben ftir die Spektralprojektoren km,Pm weitere Formeln ahnlicher Form abgeleitet: 
In Theorem ^.2.1 auf Seite 172 sind die Beitrage von Akm{x,y) bei Entwicklung nach m 
his zur Ordnung 0{m^) aufgelistet, dabei ist 



Der Eichterm ( ^.27] ) beschreibt eine lokale Phasentransformation; zusatzlich treten die 
FeldstarketermeJj28D, (^^), ^M), (pS]), ([S^S^ ), (Q) und die Stromterme (|]2|), 
( ^.32|) , ( 5.34 ), ( 5.37 ) auf. In Satz |5.2.2| auf Seite |172| sind die Randwerte der Lichtkegelintegrale 
( p.28| ) bi s (p.32 ) angegeben. Fiir die Distribution pm wurde die Storungsrechnung in 
Theorem |5.3.1| auf Seite 175 und Theorem 5.4.1 auf Seite 176 durchgefiihrt. Es treten ganz 
analoge Beitrage wie bei der Storungsrechnung fiir k^ auf, nur haben die Singularitaten auf 
dem Lichtkegel eine andere Form. Man beachte insbesondere das log(|^^|)-Verhalten der 
Stromterme ( 5.84| ), ( |5.100| ), ( |5.103 ); in Verallgemeinerung der Schreibweise (2.45) hangt 
dabei die Konstante C auch vom Maxwellstrom ab. 

An diesen Formeln laBt sich allgemein ablesen, dafi die Singularitaten von Pmj auf 
dem Lichtkegel mit steigender Ordnung in m schwacher werden. Fiir die freien Distributionen 



haben wir das schon auf Seite 45 festgestellt; es gilt aber auch fiir alle Storbeitrage. Dazu 
vergleiche man z.B. die Stromterme ( |5.2D , ( ^.32 ), (5.37) oder die Feldstarketerme ( |5.28| ), 
( ^.33| ). Erst aufgrund dieser Tatsache ist bei einer Lichtkegelentwicklung von Pm,km eine 
Taylorentwicklung nach m sinnvoll. Beispielsweise sind die Stromterme 



~ m 



m 



Plancknaherung gegeniiber ( 5.32[) vernachlassigbar. Tatsachlich werden alle nicht berechneten 
Storungsbeitrage der Ordnung 0{m^) fiir uns keine Rolle spielen. 

Wir werden zu Beginn des nachsten Kapitelsj^iiberlegen, warum auch die Analogic der 
Entwicklungsformeln fiir Ak^ und Apm allgemeinen Charakter hat. Im Moment geniigt 
es, wenn wir dies empirisch festhalten. Wegen der Analogic werden wir fiir den Rest des 
Abschnitts oft nur die Distribution Akm diskutieren. 

Bei den gerade besprochenen Formeln fiir Apm{x, y),Akmix, y) handelt es sich einfach 
um mathematische Ergebnisse langerer Rechnungen. Trotzdem wollen wir versuchen zu 
beschreiben, wie die verschiedenen Beitrage bei unserer Vorstellung des fermionischen 
Projektors anschaulich zu verstehen sind: Gemafi ( 2.2C| ) lafit sich mit den Distributionen 
Pm; km ein Diracsee im Vakuum beschreiben. Mit der Storung B = eJ^ des Diracoperators 
fiihren wir in das System ein aufieres elektromagnetisches Feld ein. Den Diracsee mit 
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elektromagnetischem Feld beschreiben wir analog zu ( 2.20| ) durch Pm,km; er ist formal 



aus Fermionen mit Wellenfunktionen aufgebaut, 



1 



(2.92) 



Im Fall Aj = djh. wird lediglich die Phase der Wellenfunktionen transformiert, was 



in ( p.92 ) zu einer Phasenverschiebung fiihrt. Diese Phasenverschiebung wird durch die 
Eichterme beschrieben. Im allgemeinen Fall ist die Situation komplizierter, well auf die 
Fermionen zusatzlich elektromagnetische Krafte wirken. Die Wellenfunktionen geben 
die quantenmechanische Bewegung der Fermionen im auBeren Feld an. GemaB ( 2.92| ) 
wird diese kollektive Bewegung im Kraftfeld auch durch Pmikm beschrieben und fiihrt 
insbesondere auf die Feldstarke- und Stromterme. 

Damit gehen wir zur Besprechnung anderer Storungen des Diracoperators iiber. Die 
Storung B = ep^ durch ein axiales Potential hat Ahnlichkeit mit derjenigen durch ein 
elektromagnetisches Feld. Fiir m = konnen wir die Storungsrechnung fiir B = evjL 
iibernehmen, denn nach den Umformungen 



Ako 



-e (so p4 ko + ko p4 So) 
-e{sop4po + pop4so) 



ep (so 4ko + ko4 so) 
ep (so 4po + Po4so) 



brauchen wir nur die Ergebnisse von Theorem |5.1.1| und Theorem |5.3.1| mit dem Faktor 
—p zu multiplizieren. Bei den Storungsbeitragen hoherer Ordnung in der Masse ist der 
Zusammenhang nicht ganz so einfach; die Ergebnisse sind in Theor em |5. 2. 3|, Sa tz [5.2.4 auf 
Seite |17|, |7| und in Theorem ^X^ auf Seite 177 aufgehstet. In (15.4^), (|5.46|) sind ^, 4 
innere Lichtkegelintegrale; bei Lichtkegelentwicklung fiihren sie auf Beitrage ~ ©"^(O 
bzw. ~ 0'^(O- Anstelle der Eichterme treten nun die Pseudoeichterme ( ^.38| ), ( |5.39| ), 
( |5.44| ) auf. Sie zeigen auf dem Lichtkegel das gleiche singulare Verhalten, haben aber mit 



ie / pAj^^ [km{x,y),pm{x,y)] 



in gerader Ordnung in m 



le 



ry 1 

/ p - 4\ [km{x, y),pm{x, y)] in ungerader Ordnung in m 

J X ^ 



eine etwas andere Form. Die Summanden ( 5.4C| ), ( |5.41| ), ( ^.42 ), (5.45) modifizieren die 
Feldstarke- und Stromterme in ( ^.38 ). Als wesentlicher Unterschied zur Storung durch ein 
elektromagnetisches Potential kommen mit ( ^.43 ), ( 5.46 ) zusatzliche Beitrage im axialen 
Potential vor, die wir Massenterme nennen. Wie in der Einleitung beschrieben, hangt 
das Auftreten der Pseudoeichterme und Massenterme damit zusammen, daB dem axialen 
Potential keine lokale Eichsymmetrie entspricht. 



Wir kommen zur Storung durch Gravitationsfelder. Wie in [Fl] erklart und in der 
Einleitung kurz wiederholt wurde, beschreiben wir die Gravitation mit dem allgemeinen 
Diracoperator ( |1.6| ), aus dem die Lorentzmetrik gemafi ( |1.7D konstruiert wird. Koordinaten- 
und Eichtransformationen sind iiber eine Untergruppe der Eichgruppe miteinander verkniipft. 
Mit unserer Storungsrechnung erster Ordnung konnen wir selbstverstandlich nur eine 
linearisierte Gravitationstheorie beschreiben. In den Anhangen A-D haben wir die verallgemeinerten 
Diracmatrizen in der Form 



G^x) = 7^' + E h'Hx)lk 

k=0 



(2.93) 
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mit einem (ohne Einschrankung) symmetrischen Tensorfeld h^^ angesetzt und h^^ in 
linearer Naherung behandelt. Fiir die Lorentzmetrik (^]^) erhalt man 



gij{x) = riij - 2hij{x) 



(2.94) 



mit der Minkowski- Metrik rjij. Der Ansatz ( 2.93| ) ftihrt gemaf5 auf eine Storung des 
Diracoperators durch einen Differentialoperator erster Ordnung (im Grad der Ableitung). 

Die Ergebnisse der Storungsrechnung sind fiir km{x, y) in Theorem 5.1.3 , Theorem 5.2.5| 
auf den Seiten 171, 173 und fiir pm{x,y) in Theorem 5.3.2| , Theorem 5.2.5 auf den Seiten 
76|, 173 zusammengesteht. Fiir die Diskussion dieser Formeln betrachten wir zunachst den 



Spezialfall, dai3 die Metrik ( ^^9^) durch eine infinitesimale Koordinatentransformation 
aus der Minkowski- Metrik hervorgeht, das bedeutet 



— {diKj djKi 



(2.95) 



Da wir das Verhalten von kni(x,y) bei Koordinatentransformationen kennen, konnen wir 
km,ix,y) direkt angeben 

km{x,y) = kmix - K{x),y - K{y)) 



d d 
km{x,y) - K^{x) —i:km{x,y) - K^iy) -^km{x,y) 

d 

km{x,y) - {K^iy) - K^ix)) —^km{x,y) 



(2.96) 



Wir wohen untersuchen, auf welche Weise Theorem ^.1.3| , Theorem ^.2.5| auf das gleiche 
Ergebnis fiihrt. Dazu setzen wir in ( 2.95| ) den fiihrenden Term ( 5.13D , ( |5.48| ) ein 



■ d 
-d^krn{x,y) 

d 



I [y I, u d 



dy^ 



j\d,K^) e ^km{x,y) + i J\d,K'^ - d^K,) e ^km{x,y) 



dy 

Das erste Integral kann partiell integriert werden, 



d 



1 fv 



{K\y) - K^{x)) ■^kmix,y) + - I {djK^ - d^Kj) e ■j^k^ix,y) 



d 



dy^ 



(2.97) 



und hefert den gesuchten Ausdruck (2.96). Das Integral in (2.97) ist auf dem Lichtkegel 
schwacher singular als der erste Summand, denn dort fallt die starkste Singularitat ~ 
K" 2{i'^) der Distribution 



A 
dy 



j^km{x, y) 



d 

Qyk 

wegen der Antisymmetrie des Vektorfeldes djK^ — d^Kj weg. Wir kommen zu dem Schlufi, 
daB die Summanden(5T^), ( ^.48| ) die fiihrende Singularitat auf dem Lichtkegel richtig 
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beschreiben. Die Beitrage (l5.14|) , ( ^.15 ), ( 5.4g| ), ( ^.54 ), ( 5.55| ) werden benotigt, um den 
zweiten Summanden in ( 2.97] ) zu kompensieren. Weil die zugehorige Rechnung etwas 
aufwendiger ist, wollen wir darauf hier nicht naher eingehen. Da der Kriimmungstensor 
verschwindet, fallen alle anderen Summanden der Lichtkegelentwicklung weg. 

Die Beitrage (fWj ), (|5l^ ), dslsj) , ( |5l9D , ( [SlS^ ) sind allgemein fur das richtige 

Verhalten bei Koordinatentransformationen verantwortlich. Wir nennen sie Dijfeomorphismenterme. 
Alle anderen Beitrage sind kovariant aus dem Riemannschen Kriimmungstensor und dessen 
Ableitungen aufgebaut. Die Summanden (|5.16| ), ( 5.21 ), ( 5.50|) , (^.561) , ( ^.571) enthalten den 
Ricci- oder Einsteintensor und werden Krummungsterme genannt. 

Mit den elektromagnetischen und axialen Potentialen sowie dem Gravitationsfeld haben 
wir nun alle klassischen Felder untersucht, die iiblicherweise im Zusammenhang mit der 
Diracgleichung betrachtet werden. Um einen besseren Uberblick zu bekommen, haben 
wir in den Anhangen weitere Storungen des Diracoperators behandelt. Wir erwahnen 
abschlieBend die Storung durch skalare und pseudoskalare Potentiale: Die skalare Storung 
B = mit einer reellen Funktion H wird fiir km in Theorem 5.1.4 , Theorem |5.2.6| 

auf den Seiten 171, 174 und fiir pm in Theorem 5.3.3, Theorem 5.4.4 auf den Seiten 
176, 178 untersucht. Falls H nicht von x abhangt, konnen wir die skalare Storung in der 



Diracgleichung einfach mit der Masse zusammenfassen 



{i^ - (m - H)) i>a 







(2.98) 



Daher ist einleuchtend, dafi die Beitrage ( |5.22| ), ( 5.63 ), ( ^.661 ), ( |5.69| ) eine lokale Massenverschiebung 
von km beschreiben. Die restlichen Summanden enthalten Ableitungen von H und sind auf 
dem Lichtkegel schwacher singular. Bei der pseudoskalaren Storung B = ip'B(x) mit einer 
reellen Funktion H lafit sich der Fall m = nach den Umformungen 

Ako = -i (so /oS /co + A;o sq) = ip (sq H /cq + /cq ^ sq) 
Apo = -i {so pE po + po pE So) = ip (sq Epo + poE sq) 

auf die Storungsrechnung fiir skalare Storungen zuriickfiihren; wir miissen nur die Ergebnisse 
von Theorem 5.1.4, Theorem 5.2.6 mit einem Faktor —ip multiplizieren. Fiir m ^ sind 



die Ergebnisse in Theorem 5.2.7 und Theorem 5.4.5| auf Seite 175, 178 zusammengestellt. 
Analog zu ( p. 98 ) haben wir fiir konstantes E die Diracgleichung 



{i^ - (m - ipE)) §a = , (2.99) 

so dai3 mit ( ^) , eine dynamische axiale Fermionmasse eingefiihrt wird. 

2.2.3 Storungsrechnung fiir P{x,y) mit Massenasymmetrie 

Nachdem die Storungsrechnung fiir Pm,km durchgefiihrt ist, konnen wir uns nun der 
Storungsrechnung fiir den fermionischen Projektor zuwenden. Wir bezeichnen den gestorten 
fermionischen Projektor P{x, y) wie in der Einleitung mit einer zusatzlichen Tilde. Im 
Fall eines Diracsees ( 2.2C1| ) brauchen wir nur pm, km durch die gestorten Distributionen zu 
ersetzen ^ 

P{x,y) = -{pm-km){x,y) 



Im allgemeinen Fall (2.34) ist die Situation komplizierter, sobald der Storoperator B nicht 
mit den Asymmetriematrizen X, Y kommutiert. In diesem Abschnitt beschranken wir uns 
mit der Annahme X = \ auf die Storungsrechnung mit Massenasymmetrie, im nachsten 
Abschnitt wird der Fall mit zusatzlicher chiraler Asymmetric behandelt. 
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ein einfaches Beispiel 

Um das eigentliche Problem bei der Storungsrechnung mit Massenasymmetrie herauszuarbeiten, 
beginnen wir mit einem Beispiel und betrachten bei Spindimension 8 und bei einer Teilchenfamilie 
den freien fermionischen Projektor 

2 1 

P{x,y) = 7j (Pm, - k^,){x,y) . (2.100) 
i=i ^ 

In Analogie zum Standardmodell nennen wir den Blockindex j auch Isospinindex und den 
zugehorigen Vektorraum (D^ = Cfg^ Isospinraum. 
Im Fall mi = m2 = m ohne Massendrehung, also 

P{x,y) = 'l^iPm- km){x,y) ® liso , 

lafit sich die Storungsrechnung auf ganz naheliegende Weise durchfiihren: Der gestorte 
Diracoperator hat bei der Zerlegung C*^ = (Dfgo des Spinorraumes die Form 

3 

i^Ol + B = + ^B'®a' 

1=0 

mit Pauli-Matrizen = l,a. Wir setzen in Analogie zu ( ^.60 ), ( 2.61| ) 



Apm[B'] = -SmB' Pm - PmB Sr^ 
Afem[^*] = -SmB'-km - km B Sm Und 



I , ..... A 1 



Pix,y) = -{pm- km){x,y) 1 + ^- [Apmm - Akmm) {x,y) a' .(2.101) 



i=0 



Aquivalent laBt sich die Storungsrechnung in Verallgemeinerung von Satz 2.2.2| auch mit 
der unitaren Transformation 

3 

U[B\ = 1 - V / dm SmB' Pm ® cf' (2.102) 

beschreiben, also 

P{x,y) = {UPU*){x,y) . (2.103) 

Im Fall mi ^ m2 mit Massendrehung konnte man versuchen, einfach die unitare 
Transformation ( 2.103| ) auf den freien fermionischen Projektor ( 2.100| ) anzuwenden. Im 
Operatorkalkiil erhalt man dabei unter Verwendung von ( p.70| ) 



P-P = I dm (-{smB'pm ® (y^)P + P{smB'pm ® 

i=Q "'fff-UilR ^ 
3 

= V / dm (-{SniB''prn ^ a^) P - PiPrriB"- Srn ® (J^ 

~k JIRUilR ^ 



Wir betrachten die diagonalen und aufierdiagonalen Isospinbeitrage getrennt. Nach Einsetzen 
von ( |2.100| ) konnen wir die Integration iiber m mit Hilfe von (|2.12D , (|2.13D ausfiihren 
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und erhalten bei ciiiGr Blocknicttrixdcirstelliirig im Isospin und. mit der Abkiirzung 



i=0,3 



S ( '7 si ,M + I I Z 1(2.105) 



i=l,2 



mi 










m2 








Smi 



Ei ( Smi^ ^mi ~l~ ^mi^S Smi ^1 ('9 1 nfi'l 

n H B^i ^1 i^.iUDj 



i=0,3 



E i I Sm^D Imi + tm2*^ 'Sm2 *J \ 1 07"! 

s BH +1 B's ] ' l^.iug 

\ " ''m2*-' ''m2 '-mi*-' ■'mi / 



Srrii^S Imi ~\~ ^m2^ 'Sm2 

i=l,2 

Die Matrixeintrage in ( p.l06| ) sind genau von der Form wie bei der Storungsrechnung fiir 



Pm,km- In den aui3erdiagonalen Beitragen ( 2.107 ) kommen dagegen Kombinationen der 
Form 

Smi B Pmi ~l~ Pm2 ^ ^m2 ) •Smi ^ ^rrix ~l~ ^m2 ^ ^m2 (2.108) 

vor, bei welchen in beiden Summanden verschiedene Massenparameter auftreten. 
nichtlokale Linienintegrale 



Wir wollen die Terme in ( 2.108| ) exemplarisch an dem Ausdruck 



^kmi,m2 '■ — 6 (•Smi ^ ^mi + ^m2 ^'5m2) (2.109) 



mit einem Potential A studieren. Fiir mi = m.2 stimmt AA;mi,m2 niit Akm, ( ^.90 ), iiberein 



so dai3 dieser Grenzfall in den Anhangen und im vorigen Abschnitt ausfiihrlich behandelt 
wurde. Wir konzentrieren uns im folgenden auf die Eichterme, die wir mit dem Symbol 
'x' kennzeichnen, also 

Akm,m{^,y) X -ie( TAj^A k^{x,y) . (2.110) 



Die Eichterme beschreiben gemaB ( p.9lD das Verhalten von km bei Eichtransformationen. 
Man kann sich die Eichsymmetrie der Storungsrechnung fiir km auch im Operatorkalkiil 
klarmachen: Im Spezialfall Aj = djA hat man 

Akm,m = -e {Sm (^A) km + km (^A) Sm) 

= ie {sm [i<^ - m, A] km + km - m, A] Sm) , 

wobei die Funktion A im Kommutator als Multiplikationsoperator aufgefaiBt wird. Wir 
nutzen aus, dai3 der Operator (i^ — m) mit Sm-,km kommutiert und wenden (^I^), ( |2.62| ) 
an 

= ie{{{i(^ - m)sm) ^km - Sm^iiil? - 'm)km) 
+ ((i^ - m)km) A Sm - km A {{iff) - m)sm)) 
= ie{Kkm - kmA) ■ (2.111) 

Im Ortsraum stimmt diese Formel mit ( |2.110| ) iiberein. 
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Wir wissen im Moment nicht, wie das Analogon zu den Eichtermen ( ^.110| ) fiir A/cmi,m2 
und mi 7^ m2 aussieht. Im Grenzfall Aj = djA konnen wir aber die Operatorrechnung 
( |2.111| ) iibertragen und erhalten 

Akmi,m2 = (smi [i^ -mi, A] km^ + km2 W - "i2, A] ) 
= ie (A A;^! ~ fcm2 ^) 1 

also im Ortsraum 

Akm^^m2ix,y) = ie{A{x) km^{x,y) - A{y) km2{x,y)) ■ (2.112) 

Nach dieser Rechnung ist plausibel (und wird in Anhang C bewiesen), dafi die Eichterme 
die Form 

A/cmi,m2(x,y) X -— / dXe{X) Aj{Xy + {1- X)x) krm{x,y) 
^ J —00 

+- / dXeiX-l)Aj{Xy + il-X)x)e k^2ix,y) (2-113) 

J — CO 

haben. Als wesentlicher Unterschied zu ( ^.llOj ) reichen die Linienintegrale iiber die Potentiate 
nun bis ins Unendliche. Wir nennen in der Storungsrechnung auftretende unbeschrankte 
Linienintegrale allgemein nichtlokale Linienintegrale. 

Das Auftreten nichtlokaler Linienintegrale lafit sich auch mit einer Eichtransformation 
im Isospinraum einsehen: Wir gehen zurtick zur Storungsrechnung fiir P{x,y), ( ^.106| ), 
( |2.107] ), und betrachten als Storoperator die {7(2)-Potentiale = ^A* mit reellen Funktionen 



A*. Analog zur Rechnung (2.111) folgt 



P{x,y) = {l(^V{x)) P{x,y) {l0V{y)*) mit V{x) = 1 + i ^ A'=(x) a'^ . (2.114) 

fc=0 

Wir betrachten fiir festes x, y die spezielle Situation, daB das Matrixfeld V in einer 
Umgebung U von xy konstant ist, also Vp = Vq. Da der freie fermionische Projektor 
fiir nil 7^ w-2 auf dem Isospinraum nicht trivial ist, hangt der gestorte Projektor gemafi 
( pl^ ) explizit von Vq ab. Auf der anderen Seite verschwinden die Storpotentiale = ^A* 



als partielle Ableitungen von V in der Menge U und damit langs xy. Insgesamt folgt, 
daB in P{x, y) auch das Potential aufierhalb der Verbindungsstrecke xy eingehen mufi. In 
der Storungsrechnung zeigt sich dies daran, daB in den auBerdiagonalen Matrixelementen 
( p.l07| ) bei Termen der Form ( p.ll2| ) nichtlokale Linienintegrale vorkommen. 

das Problem bei nichtlokalen Linienintegralen 

Wir wollen nun die Schwierigkeit der nichtlokalen Linienintegrale allgemein (also ohne 
Bezug auf die Storungsrechnung mit Massenasymmetrie) diskutieren. 

Die nichtlokalen Linienintegrale fiihren auf ein prinzipielles Problem, wenn wir einen 



Zusammenhang zu klassischen Feldgleichungen herstellen wollen: In Abschnitt 4.5 werden 
wir fiir den klassischen Grenzfall der Gleichungen der diskreten Raumzeit die Lichtkegelentwicklun^ 
eines zusammengesetzten Ausdrucks in P{x, y) untersuchen. Wir brauchen an dieser Stelle 
noch keine Einzelheiten dieser Rechnungen vorwegzunehmen; es geniigt zu wissen, daB es 
dabei letztlich nur auf das Verhalten von P{x, y) am Ursprung, also fiir 2; ~ y ankommt. 
Unter dieser Annahme kann man den klassischen Grenzfall bereits schematisch verstehen; 
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wir betrachten als Beispiel das elektromagnetische Feld. Die im vorigen Abschnitt angesprochenen 
Stromterme ( |5.8D , ( 5.8^ ) liefern zu pm{x,y),km{x,y) und damit auch zu P{x,y) einen 
Beitrag der Form 



/ jfc7''' (Distribution in (y — x)) . (2.115) 

Jx 



Ein einzelner Fermionzustand fiihrt zu einer Storung ^{x)^{y) des fermionischen Projektors 
P{x, y). Im Grenzfall x = y sind diese Beitrage proportional zum Maxwell- und Diracstrom 
j^{x), "^{x)j''"^{x). Wir konnen hoffen, bei geeigneter Wahl der Gleichungen der diskreten 
Raumzeit eine Relation zwischen diesen Vektorfeldern, genauer gesagt die Maxwellgleichungen 



/(x) = e ^'(x) 7" ^'(x) 



zu erhalten. Im Fall mit nichtlokalen Linienintegralen treten zusatzlich zu (2.115) unbeschrankte 
Integrale iiber die Potentiale auf, beispielsweise 

/oo 
dX e(A) 7'' jk{Xy + (1 - A)x) (Distribution in {y - x)) . (2.116) 

-00 

In dieses Integral geht auch fiir x ~ y der Maxwellstrom langs einer Geraden ein, die 
bis ins Unendliche lauft. Folglich konnen wir im Limes 7/ — > x keine lokalen Gleichungen 
mehr erwarten. Durch nichtlokale Linienintegrale scheint also die Lokalitat der klassischen 
Feldgleichungen gefahrdet. 

Bei genauerer Untersuchung der Storbeitrage wird dieses Problem noch deutlicher: Im 



Linienintegral in (2.115) existiert der Limes y — > x. Um zu sehen, ob das im nichtlokalen 
Linienintegral ( 2.116]) auch der Fall ist, betrachten wir fiir festes x den Punkt y langs der 



Geraden y = az + {1 — a)x. Mit einer Variablensubstitution erhalt man 

30 1 rOD 

dAe(A)7'jfc(Ay + (l-A)x) = - / dA e(A) 7' ifc(Az + (1 - Ax)) 

00 CK J— 00 

Man sieht an dieser Formel, daB das nichtlokale Linienintegral fiir y — > x einen Pol 
besitzt. Die beiden Linienintegrale in (2.115), ( p.ll6| ) zeigen also ein unterschiedliches 



Verhalten am Ursprung. Dies hat zur Folge, dafi Beitrage der Form ( ^.115| ), ( ^.116| ) in 
den Gleichungen der diskreten Raumzeit auseinandergehalten werden konnen. Anders 
ausgedriickt, liefern die Gleichungen der diskreten Raumzeit unabhangige Bedingungen fiir 
diese Beitrage. Wie gerade beschrieben wurde, konnen wir hoffen, daB die Bedingungen an 
die Beitrage der Form ( p.ll5| ) klassische Feldgleichungen liefern. Da die Terme ( 2.116| ) nicht 



durch andere Beitrage (etwa Diracstrome) kompensiert werden konnen, implizieren die 
Bedingungen an diese Terme, daB keine nichtlokalen Linienintegrale iiber den Maxwellstrom 
auftreten diirfen. Mit dieser scharferen Bedingung ist die Lokalitat der klassischen Gleichungen 
wieder sichergestellt: wenn alle nichtlokalen Linienintegrale ( p.ll6| ) als Folge der Gleichungen 
der diskreten Raumzeit verschwinden, diirfen lediglich Beitrage der Form ( |2.115| ) auftreten, 
was zwangslaufig auf lokale Feldgleichungen fiihrt. 

Diese Argumentation ist natiirlich nicht vollig befriedigend, well wir Ergebnisse spaterer 
Rechnungen qualitativ vorwegnehmen muBten. Aufierdem haben wir uns zur Einfachheit 
auf die Stromterme beschrankt (die Uberlegung gilt analog fiir viele andere Storungsbeitrage, 
z.B. Massenterme, Kriimmungsterme oder Pseudoeichterme) . Unsere Diskussion der Stromterme 
( p.ll5| ), ( p.ll6| ) dient auch nur als Motivation fiir die allgemeine mathematische 

Forderung: In der Storungsrechnung diirfen keine nichtlokalen (2.117) 
Linienintegrale auftreten. 
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An dieser Forderung werden wir wiihrend der gesamten Arbeit festhalten; wir werden sie 
aber an verschiedenen Stellen hinterfragen und mit weiteren Argumenten stiitzen. Sie wird 
sowohl Bedingungen an die Methode der Storungsrechnung als auch an den Storoperator 
B liefern. 



Durchfiihrung der Storungsrechnung 

GemaB unserer Forderung ( |2.117 ) mui3 die Storungsrechnung ( p.l04| ), ( p.l05| ) so modifiziert 
werden, daB keine nichtlokalen Linienintegrale mehr auftreten. Wir fiihren die Konstruktion 
gleich aUgemein durch: Wir fiigen in die Reihenentwicklungen von pm, k^, Sm 

oo oo 

Pm = X! P'^'^^ + log(m) ^ g(^) 

(=0 1=2 



km = k^''^ , Sm = s 



(=0 1=0 



(wir haben zur Deuthchkeit die logm-Terme gemafi ( p.41| ) mitberiicksichtigt) 
die Massenmatrix Y ein und definieren 

oo oo 

pj^j := ^ y + log(my) ^ y^^'^ (2.118) 

1=0 1=2 

oo oo 

k[m] ■■= E"^'^'^^'^ ' := 5]m'y's« . (2.119) 

1=0 1=0 

Den Index '[m]' lassen wir auch oft weg. Der freie fermionische Projektor ( p. 42 ), ( 2.43| ) 
kann in der Form 

P{x,y) = ^Tr:piip-k){x,y)) (2.120) 

geschrieben werden; nach Absorbieren der logm-Terme mit der Notation ( |2.45| ) erhalt 
man ( 2.34 ). Die Distributionen p,k und s sind Losungen bzw. die Greensfunktion der 
Diracgleichung mit Massenmatrix 

(i^ — mY) p = — niY) k = 
— mY) s = 1 

Wir setzen in Analogic zu (|2.60|) , ( ^.61]) 

p = p-sBp-pBs , k = k-sBk-kBs (2.121) 



(2.122) 



und schlieBlich ^ 

P{x,y) = - Tr^ ((p- A;)(x,?/)) 

Diese Storungsrechnung laBt sich auch mit einer unitaren Transformation beschreiben: 

Satz 2.2.4 Der Operator 

U[B] = 1-1 dms^rn]Bp[m] (2-123) 

JIRUIR 
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ist als Operator auf H C-^ (in erster Ordnung in B) unitar und 



P 
P 



UpU* 



k = UkU* 



- Trr {U {p - k) U*) 



(2.124) 
(2.125) 



Zu jeder infinitesimalen unitdren Transformation V = 1 + iA (mit einem hermiteschen 
Operator A) gibt es einen Storoperator B mit U[B] = V. 



Beweis: Da Y gemaC (|2.31 ) eine Diagonalmatrix ist, kann der Beweis von Satz 2.2.2 
wortlich iibernommen werden. □ 



Man beachte, daB die Operatoren s,k,p,U nicht auf dem Zustandsraum H, sondern auf 
H'^fE.f wirken. Damit iibernimmt der Flavour- Raum, den wir zunachst nur zur Indizierung 
der Familien im freien fermionischen Projektor eingeftihrt haben, in der Storungsrechnung 
mit Massenasymmetrie eine wichtigere Rolle. 



physikalische Interpretation 



Zur Diskussion der Storungsrechnung ( 2.121 ), ( 2.122 ) gehen wir zuriick zu Beispiel ( ^.lOOj ). 
Im Gegensatz zu ( |2.104 ), (2.105) hat man nun fiir den gestorten freien Projektor 



P 

3 

-E 

i=0 



'mi 





B'a' 



'm2 



'mi 





+ 



'"irii 





B'a' 



''m2 



'»ni 





.(2.126) 



'm2 



Als wesentlicher Unterschied sind nun auch die im Isospin aufierdiagonalen Beitrage zu P 
in s,l symmetrisch, anstelle von ( p.l08| ) treten Kombinationen der Form 



Srrii ^ Pm2 ~l~ Prrii ^ 



1712 



^rrii ^ ^m2 ~l~ ^mi ^ •5 



m2 



(2.127) 



auf. Durch Lichtkegelentwicklung kann man explizit verifizieren, dafi in ( p. 127] ) keine 
nichtlokalen Linienintegrale auftreten, worauf wir aber hier nicht naher eingehen. 

Wir wollen versuchen, den Unterschied zwischen ( |2.104[ ), ( p.l05| ) und der Storungsrechnung 
( p.l26| ) anschaulich zu interpretieren. Dazu beginnen wir mit dem Grenzfall ( |2.101| ) ohne 
Massenasymmetrie, in welchem die verschiedenen Varianten der Storungsrechnung iibereinstimmen. 
Die Eigenzustande des gestorten Diracoperators sind Linearkombinationen der freien Eigenzustande, 
also formal 

= Ecaf>^6 • (2.128) 

b 

mit komplexen Koefiizienten Cab- Die Mischung der freien Zustande findet sowohl zwischen 
Zustanden der gleichen Masse als auch zwischen Zustanden verschiedener Masse statt. Fiir 
die Storungsrechnung eines Zustandes mit Masse m spalten wir die Summe 

(HH) 

m 

der Form 

= E Cab + E Cab ^b (2.129) 

b I {j^-m)<I'b=0 b I (i^-m)il'6^0 

auf. Diese Gleichung ist wegen des kontinuierlichen Spektrums des Diracoperators natiirlich 
mathematisch nicht sinnvoll, sie ist fiir ein anschauliches Verstandnis der Storungsrechnung 
aber dennoch niitzlich. Die zweite Summe in ( 2.129| ) beschreibt die Veranderung der 
Wellenfunktion ^{x) durch die auBere Storung B] durch die erste Summe werden die 
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Zustande des entarteteten Unterraumes miteinander gemischt. Wir fiihren jetzt in Gedanken 
ein Streuexperiment durch. In diesem Fall geht fur t — > ±00 in einen Eigenzustand des 
freien Diracoperators liber, also 

(i^ - m) iiaix, t) = fiir t < to und t > h (2.130) 

(die asymptotischen Zustande fiir t — > =Foo werden in der Streutheorie oft "in-" und "out- 
Zustande" genannt; die Streuung findet im Zeitraum tQ <t <ti statt). 
Zur Beschreibung des Streuexperimentes kommt es nur auf die erste Summe in ( p.l29| ) 
an. Die zweite Summe ist wichtig, um die genauen Vorgange wahrend des Streuprozesses 
zu studieren; da wir in der Asymptotik t — > ±00 aber Losungen der freien Diracgleichung 
erhalten, fallt die zweite Summe in diesem Grenzfall weg. In diesem Sinne konnen wir die 
Storungsrechnung ( |2.101 ) als Wechselwirkung zwischen den Fermionen (und Antifermionen) 



der Masse m interpretieren. 

Wir iibertragen dieses Bild auf den Fall ( 2.100| ) mit Massenasymmetrie und die Storungsrechnung 



( ^.104| ), ( ^.105| ): Der freie fermionische Projektor ist im ersten und zweiten Isospinblock aus 
Fermionen der Masse mi bzw. 1112 aufgebaut. Die Diagonalbeitrage ( p. 104]) beschreiben 
eine Wechselwirkung der Fermionen innerhalb jedes Blocks. Die AuBerdiagonalbeitrage 
i ^JoEj ) fiihren zu einer Wechselwirkung der Zustande mit Masse mi im ersten mit Zustanden 
derselben Masse mi im zweiten Isospinblock; entsprechend findet eine Wechselwirkung 
zwischen den Zustanden mit Masse 7112 in beiden Isospinblocken statt. Diese Vorstellung 
entspricht nicht dem iiblichen Bild einer physikalischen Wechselwirkung. Es scheint nicht 
sinnvoll zu sein, daB die Fermionen des oberen Diracsees mit den Zustanden zur Masse 
mi des zweiten Isospinblocks wechselwirken. Denn im zweiten Isospinblock sind keine 
Zustande zur Masse mi besetzt; diese Zustande sollten in der Theorie gar nicht in Erscheinung 
treten. Ganz analog scheint eine Wechselwirkung des unteren Diracsees mit Zustanden zur 
Masse m2 im oberen Isospinblock der physikalischen Beobachtung zu widersprechen. 

Die Storungsrechnung ( |2.126| ) scheint die Physik besser zu beschreiben, denn dort 
findet eine Wechselwirkung zwischen den Fermionen im ersten Isospinblock mit Masse mi 
und den Fermionen im zweiten Isospinblock mit Masse m2 statt. Wir konnen die Storung 
des Diracoperators also als Wechselwirkung derjenigen Zustande auffassen, aus denen der 
freie fermionische Projektor aufgebaut ist. 

Allgemeiner ausgedriickt legt die Storungsrechnung ( |2.125| ) im Gegensatz zu ( p.l03| ) 
fest, welche Fermionfamilien miteinander in Wechselwirkung treten. Genauer konnen wir 
die Storungsrechnung ( p.l22|) im F all mehrerer Teilchenfamilien folgendermaBen interpretieren: 



Da der Flavour-Index in (|2.12l| ) als freier Index auftritt, braucht der Storoperator B 



auf dem Flavour-Raum nicht notwendigerweise trivial zu sein. Falls B auf dem Flavour- 



Raum diagonal ist, konnen wir die Storung ( 2.122 ) als eine Wechselwirkung der Fermionen 



innerhalb jeder Familie auffassen. Man kann auch eine Wechselwirkung zwischen Fermionen 
aus verschiedenen Familien beschreiben; dazu mufi der Storoperator aufierdiagonale Flavour- 
Anteile enthalten. Solche Flavour-mischenden Storungen sind fiir ein realistisches physikalisches 
Modell tatsachlich notwendig, insbesondere bei der CKM-Matrix in der schwachen Wechselwirkung. 
Mit (|2.104|) , (I2.105D und ( |2.122| ) sind wir fiir das Beispiel (|2.100|) verschiedenen Moglichkeiten 



begegnet, wie die Storungsrechnung durchgefiihrt werden konnte. Zur Deutlichkeit beschreiben 
wir abschliefiend, wie mit dieser Uneindeutigkeit umzugehen ist: Genau wie fiir fc^ ab 



Seite 54 beschrieben, sind auch hier die verschiedenen Varianten der Storungsrechnung 



in dem Sinne gleichwertig, daB damit jede unitare Transformation ( |l.43 ) als geeignete 



Storung des Diracoperators darstellbar ist. Aus diesem Grund konnen wir uns willkiirlich 



fiir eine der Varianten entscheiden. Die Storungsrechnung ( 2.122 ) hat den Vorteil, daB 
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sie fiir lokale Potentiale die Forderung ( 2.117 ) erfiillt. Alternativ konnten wir auch mit 
( p.l04| ), ( p.l05| ) arbeiten. Damit in der Storungsrechnung keine nichtlokalen Linienintegrale 
auftreten, miiBten wir dann aber zur Beschreibung der klassischen Wechselwirkungen mit 
nichtlokalen Storoperatoren B anstelle der lokalen Potentiale arbeiten (und zwar so, daB 
sich die Nichtlokalitat der Linienintegrale und des Storoperators gerade kompensieren). 
Dies ware zwar mathematisch machbar, erscheint aber unpraktikabel. 

Um zu illustrieren, dai3 eine unitare Transformation ( 1.43| ) bei den verschiedenen 
Varianten der Storungsrechnung durch unterschiedliche Storungen des Diracoperators beschrieben 
wird, betrachten wir das Beispiel einer Eichtransformation 

P{x,y) = U{x) P{x,y) U{y)-^ mit U{x) G U{8) 

Bei der Storungsrechnung (|2.104|) , (|2.105|) miissen wir gemai3 (|2.102|) , (|2.103|) 

B = [i^, U] 

wahlen; bei der Methode ( |2.122| ) ist nach ( p.l21| ) dagegen 

B = [i^- mY, U] 

zu setzen. Im Fall \Y, U] ^ stimmen diese beiden Storoperatoren nicht iiberein. 

2.2.4 Storungsrechnung fiir P{x,y) mit zusatzlicher chiraler Asymmetrie 

Wir kommen zur allgemeinen Storungsrechnung mit Massenasymmetrie und chiraler Asymmetrie. 
Der freie fermionische Projektor ( p. 34 ) lafit sich mit den Operatoren ( 2.1181 ), (2.119) in 
der Form 

P{x,y) = lTr:p{X {p-k)ix,y)) (2.131) 



umschreiben. Durch den zusatzlichen Faktor X werden gegeniiber (2.120) in den Sektoren 
mit Xj 7^ 1 chirale Fermionzustande herausprojeziert. Folglich kommen alle Zustande, aus 
denen ( |2.131D aufgebaut ist, auch im zugehorigen fermionischen Projektor ohne chirale 
Asymmetrie ( p.l2Cl| ) vor. Es scheint daher sinnvoll, die Storungsrechnung fiir die einzelnen 
Fermionzustande genau wie im vorigen Abschnitt durchzufiihren und aus diesen gestorten 
Zustanden anschliefiend den gestorten fermionischen Projektor P aufzubauen. Diese Methode 



fiihrt in direkter Verallgemeinerung von (2.125) auf die Gleichungen 

1 
2 

P 



P 



Txr{UX{p-k) U*) 



1 



TV^ {s B X{p -k) + X{p -k)Bs) 



(2.132) 
(2.133) 



Man sieht, daB bei der Ubertragung der Gleichungen ( |2.121| ) auf den Fall mit chiraler 
Asymmetrie die Matrix X jeweils bei den Faktoren p, k einzufiigen ist. 



Bedingungen an den Storoperator B 



Mit (|l3|), ([2l33| ) hab en wir die Storungsentwicklung vollstandig durchgefiihrt^. Es 
bleibt zu untersuchen, ob, und wenn ja, fiir welche Operatoren B in der Storungsrechnung 
nichtlokale Linienintegrale auftreten. 

^Wir bemerken zur VoUstandigkeit, dafi der alternative Ansatz zur Storungsrechnung 

A(Xp) = -{Xs)B{Xp) - {Xp)B{Xs) 
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Dazu beginnen wir mit dem Beispiel eines C/(i?)-Potentials (A 



B und betrachten 



als einen der in (2.133) auftretenden Beitrage den Ausdruck 

-s4{xk) - {xk)4s 

Zur Einfachheit werden wir nur den Grenzfall m = untersuchen und setzen dazu 

Akx := -so4{Xko) - (Xko) 4so 

Wir konnen ahnlich wie im Beispiel ab Seite ^ vorgehen: Fiir eine iibersichtliche Notation 
spalten wir die chirale Asymmetriematrix in der Form 



X = xlXl + XrXr 



(2.134) 



mit Matrizen Xi^j^ auf, die auf dem Raum der Diracspinoren trivial sind. Formal sind die 
Matrizen X^j^ analog zu ( 2.31| ) durch 



1 falls Xj = 1 Oder X 



j — Xl/r 



und {Xx,/R)aja/3kb = Xf^^j^ 6a/3 Sjk 6ab 



falls Xj = xr/l 

gegeben. Im Spezialfall Aj = djA kann man Akx im Operatorkalkiil berechnen, 

iXL/R (so [i^, A] -^L/R ko + Xl/r ko [i^, A] soj 
iXL/R iii^so) A Xljr ko-soA Xl/r (i^ko) 
+^L/R (i^h) A So - Xl/r ko A {i^so) 



Xl/r A/cx 



iXl/r 



Xl/r ko 



Xl/r ko A 



(2.135) 



An dieser Formel lafit sich genau wie bei (2.113) die Form der Eichterme fiir ein allgemeines 
Potential A ablesen, namlich 



Akxix,y) 



dX e(A) Aj{Xy + (1 - \)x) Xko{x, y) 



+- Xko{x,y) 



dX e(A - 1) Aj{Xy + (1 - X)x) 



(2.136) 



Wir sehen also, dafi auch als Folge der chiralen Asymmetrie nichtlokale Linienintegrale 
auftreten konnen. In unserem Beispiel verschwinden sie, falls die chirale Asymmetriematrix 
mit dem Storpotential kommutiert, 



[X, A] 







(2.137) 



A{Xk) 
P 



-(Xs)B{Xk) - (Xk)B{Xs) 
P + i Tr^ (A(Xp) - A(Xfc)) 



nicht sinnvoU ist. Die zu (2.123) analoge Transformation 



U[B] = 1 



IRuiIR 



dm {Xs[m]) B {p[m]X) 



ist namlich nicht unitar; aufierdem lafit sich damit (wegen der Singularitat von X) nicht jede infinitesimale 
Transformation V — 1 + iA realisieren. 
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Diese Uberlegung war mathematisch nicht streng; wir miifiten ( 2.136 ) noch durch 
asymptotische Entwicklung von Akx beweisen. Durch Verfeinerung und mathematische 
Prazisierung dieser Methode lassen sich aber alle lokalen Potentiale bestimmen, welche die 
Forderung ( 2.117 ) erfiillen. Um uns nicht in Einzelheiten zu verheren, begniigen wir uns 
hier mit einer Veranschauhchung der Ergebnisse. Die zugehorigen Rechnungen sind liber 
die Anhange A-E verteilt. 

Zunachst einmal lai3t sich die Bedingung ( |2.137] ) an das Potential A abschwachen: Bei 
dem Diracoperator 

+ 4 , [X,A]=0 (2.138) 

mit einem C/(i?)-Potential A treten bei der Storungsrechnung in Verallgemeinerung von 
( |2.136| ) auch in hoherer Ordnung in m keine nichtlokalen Linienintegrale auf. Wir fiihren 
nun in den Diracoperator gemal3 



+ 4 - miU'^YU -Y) 



(2.139) 



eine zusatzhche skalare Storung ein, dabei ist U ein unitares C/(i3)-Matrixfeld. Die Zustande 
^ des fermionischen Projektors erfiillen dann die Diracgleichung 

(i^ + 4 - m [/-^ y [/) ^ = 

Wir konnen die zusatzliche skalare Storung auch so interpretieren, daB wir von der festen 
Matrix Y zu einer dynamischen Massenmatrix U~^{x) Y U{x) iibergegangen sind. Darum 
ist einsichtig, dafi die Bedingung ( |2.32 ) nun durch 



XVYU = U'^YUX = VYU 
oder, etwas einfacher, durch 

UXU'^Y = YUXU-^ = Y 



-I 



(2.140) 



ersetzt werden mufi. Es zeigt sich, dafi der Diracoperator ( |2.139 ) mit ( 2.140| ) ebenfalls 
der Lokalitatsforderung ( 2.117 ) geniigt, was als Verallgemeinerung unseres Ergebnisses 
bei konstanter Massendrehung auch plausibel ist. Wir fiihren nun die Eichtransformation 
^{x) — > ^(x) = U{x) ^{x) durch. Die Wellenfunktionen ^ erfiillen die Diracgleichung 

{U{i^ + 4)U-^ - mY)^ = 

Da bei Eichtransformationen alle Integralkerne nur lokal transformiert werden, treten 
schliefilich auch beim Diracoperator 

U{i^ + 4)U~^ = + U4U-^ + iU{^U-^) (2.141) 

in Verbindung mit ( 2.140| ) keine nichtlokalen Linienintegrale auf. 

Um explizit in der Storungsrechnung zu verifizieren, dafi der Diracoperator ( 2.141 ) die 
Lokalitatsforderung ( 2.117| ) erflillt, betrachten wir den zu (2.136) analogen Beitrag 

A roo 

Akx{x,y) = d\ e(A) {UAjU-' + iU{djU-'))\xy+(i-X)x ^ Xko{x,y) 

+ - Xkoix, y) / dXe{X-l){UA,U-' + iU{djU-%^y+(^,_^),^^ . (2.142) 
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Wir entwickeln das Matrixfeld U in der Form U{x) = 1 + iA[x) + 0{A'^) und erhalten in 
erster Ordnung in A, A 



r dX (e(A) Aje X-e{X-l)X A^^) H^, v) 
d\ e(A) djA(\y + (1 - A)x) Xkoix, y) 
+- Xkoix, y) / dX e{X - 1) djA{Xy + (1 - X)x) e 



Wir sehen, dai3 Akxix, y) in einen Beitrag des Potentials A und einen Beitrag der Eichtransformation 
A zerfallt. Im ersten Integral konnen wir die Kommutatorgleichung ( |2.137] ) anwenden, im 
zweiten Integral kann man partiell integrieren 

Akxix,y) = -'-(^J' A,e^ Xkoix,y) 

+iA{x) Xko{x,y) - iXko{x,y) A{y) . (2.143) 

Nach diesen Umformungen sind alle nichtlokalen Linienintegrale verschwunden. 

Das bei ( |2.141 ) verwendete Verfahren laBt sich auf chirale Transformationen erweitern: 
Wir fiihren in den Diracoperator (2.138) eine zusatzliche Storung durch ein axiales U{B)- 
Potential ein. Es ist giinstig, die vektoriellen und axialen Potentiale als chirale Potentiale 
umzuschreiben. Der Diracoperator hat dann die Form 

+ Xl4r + Xr4l C/(5)-Potentialen A^/r . (2.144) 

In der Storungsrechnung treten keine nichtlokalen Linienintegrale auf, falls 

[Xl, Al] = [Xr, Ar] = 

Wir fiihren jetzt in Verallgemeinerung von ( 2.141D fiir die links- und rechtshandige Komponente 
getrennt eine lokale Phasentransformation durch. Wir gehen also von ( p.l44| ) zum Diracoperator 

XL Ur [i^ + 4^) U^ ^ + XR Ul {i^ + 4l) ue' 
= + XL {Ur4rUr^ + iURi^U^^)) + XR {Ul4lUl' + iULmi^)) (2-145) 

liber, dabei sind Uj^/ji zwei unitare C/(i?)-Matrixfelder. Die Bedingung ( ^.32| ) mui3 nun mit 
der Notation (2.134) durch 

YUl/rXl/rU-Ir = Ul/rXl/rU-I^Y = Y (2.146) 

ersetzt werden. Um zu sehen, daB in der Storungsrechnung tatsachlich keine Nichtlokalitaten 
auftreten, konnen wir genau wie fiir den Diracoperator ( p.l41| ) argumentieren. In den 
nichtlokalen Linienintegralen treten namlich (auch in hoherer Ordnung in m) immer 
entweder die links- oder die rechtshandigen Potentiale auf. Die Beitrage haben also die 
Form ( 2.142 ), wenn wir bei U,A einen Index L oder R hinzufiigen, und lassen sich analog 
wie ( p.l43|) in eine lokale Form bringen. Man beachte, daB der Ubergang von ( p.l44| ) zu 
( |2.145| ) fiir Ul Ur keine Eichtransformation ist. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir den allgemeinen Fall besprechen: Gemafi 
Rechnung (2.135) ist einsichtig, dafi alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden, falls 
wir die chirale Asymmetriematrix in der Storungsrechnung ausklammern konnen 

so B (Xko) + (Xko) Bso = X{soBko + koB sq) . (2.147) 
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Zur besseren Ubersicht spalten wir B in den geraden und ungeraden Anteil auf, 



B = B^ + B'^ 



mit 



[B\p] = {B\p} = 



Da So ungerade ist, lafit sich ( |2.147 ) nach Multiplikation mit Xl/r iii die Bedingungen 



Xrjl \^l/r 



B9 - B^ X 



RJL 



(2.148) 



an den Storoperator umschreiben. Wir konnen nun analog zu ( p.l45| ) eine lokale chirale 
U (5)-Transformation durchfiihren und erhalten schlieiBlich fiir den Diracoperator 



(XL Ur + XR + mXR Ur' + XL U^') 



(2.149) 



Mit (I2.149D und den Bedin gungen (|2.146|) , ( ^.148| ) haben wir (abgesehen von trivialen 
Erweiterungen) die allgemeinste lokale Storung des Diracoperators gefunden, die der Lokalitatsforderung 
(|ll3) geniigt. 

Leider konnen wir die Form der chiralen Transformationen in ( 2.146| ), ( |2.149| ) (und 



streng genommen auch schon Bedingung (2.140)) an dieser Stelle nicht sauber begriinden. 
Dazu miiBte man namlich die Storungsbeitrage hoherer Ordnung in der Masse betrachten, 
die gegeniibe r (|2.142| ) eine kompliziertere Form haben. Bei der Diskussion endlicher Storungen 
in Abschnitt |2.3.3| werden wir aber an expliziten Formeln genauer sehen, warum gerade fiir 
den Diracoperator ( p. 149] ) in Verbindung mit ( p.l46| ), (2.148) alle nichtlokalen Linienintegrale 
verschwinden. 



2.3 Endliche Storungen 

Die Storungsrechnung erster Ordnung des vorigen Abschnittes kann selbstverstandlich 
nur einen ersten Eindruck des wechselwirkenden fermionischen Projektors vermitteln. Wir 
miissen die Ergebnisse mit nicht-perturbativen Methoden absichern und erganzen. Dazu 
wurden in Anhang E einzelne Storbeitrage in beliebiger Ordnung berechnet und explizit 
aufsummiert. In diesem Abschnitt werden wir die Storungsrechnung hoherer Ordnung 
allgemein beschreiben und die wichtigsten Ergebnisse aus Anhang E zusammenstellen. 

Bevor wir mit der formalen Storungsentwicklung beginnen, wollen wir kurz beschreiben, 
in welchem Sinn unsere Behandlung mathematisch zu verstehen ist. Zur Einfachheit betrachten 
wir dazu die Spektralprojektoren p, k. Wir stehen vor dem Problem, exakte Losungen der 
gestorten Diracgleichung 

{i^-m + B)pm = {i^-m + B)km = (2.150) 

zu linden. Eine solche Storung einer linearen partiellen Differentialgleichung ist aus theoretischer 
Sicht i.a. unproblematisch (im Gegensatz zu den Storungsentwicklungen der Quantenfeldtheorie) ; 
wir erwarten daher, dafi die Distributionen Pm{x,y),km{x,y) fiir geniigend kleine (aber 
endliche) Storungen B wohldefiniert sind. Dies werden wir aber nicht beweisen und auch 
nicht untersuchen. 

Wir fiihren eine Storungsentwicklung nach B durch, die Summe iiber die Ordnung der 
Storungstheorie ist dabei als formale Summe anzusehen. Die einzelnen Storungsbeitrage 
lassen sich als Operatorprodukte der Form 

C1BC2B ■■■ BQB Ci+i (2.151) 
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schreiben, wobei die Faktoren Cj fiir die Operatoren pm, km oder Sm stehen. In Anhang 
E wird gezeigt, dai3 diese Operatorprodukte und damit auch die Storungsbeitrage jeder 
Ordnung wohldefiniert und endlich sind. In der Sprache der perturbativen Quantenfeldtheorie 
liegt das daran, daB bei der Entwicklung nach der aui3eren Storung B nur Tree-Graphen 
auftreten. Wir entwickeln die Storungsbeitrage jeder Ordnung um den Lichtkegel und 
stellen fest, dai3 sich die erhaltenen Formeln explizit aufsummieren lassen. Die Existenz 
dieser Summe iiber die Ordnung der Storungstheorie ist zwar ein deutlicher Hinweis fiir die 
Konvergenz der Storungsentwicklung, sie liefert aber keinen strengen Konvergenzbeweis 
(denn wir arbeiten ja nur mit den Formeln der Lichtkegelentwicklung und nicht mit den 
Storungsbeitragen selbst). Um diese mathematische Unsauberkeit kiimmern wir uns jedoch 
nicht und fassen die abgeleiteten Formeln als nicht-perturbative Lichtkegelentwicklung fiir 
Pm? kjYi auf. 

2.3.1 Formale Storungsentwicklung fiir Pm,km 



In diesem Abschnitt wollen wir die Storungsentwicklung fiir Pm^km von Abschnitt 2.2.1 



auf endliche Storungen verallgemeinern. Zunachst einmal konnen wir Satz |2.2.2| direkt auf 
hohere Ordnung Storungstheorie iibertragen: 

Satz 2.3.1 Der Operator 

„ oo 

U = dm Yi-^rnBYpm (2.152) 

JIRUilR 

ist unitar und 

{i^ + B-m)UpmU* = {i^ + B -m)UkmU* = . (2.153) 
Beweis: Wir ordnen die Reihen im formalen Produkt U*U mit der Cauchy'schen Produktformel 



um 



U*U = [ dm j dm' f] Pm i-B Smf' {sm' B)'^ Pm' 

JMUiM JlRUilR , , n 

p p OO I 

= dm dm' Y^-^y T.P^^^'rnY{sm'By-Ppm' • (2.154) 



Bei den Summanden / > konnen wir die Rechenregeln ( 2.63| ), ( 2.65| ) anwenden und 
erhalten 



E PmiBSmY {Sm' B)'-^ p, 
p=0 

l-l 



^ Vpm(SSm)^ ^ B {Sm - Sm') B{Sm' B)^ " ^ Pm' 

m — m' , 
p=i 

^ (pmB{Sm'By^^Pm' - Pm {B SmY'^ B Pm') = 



m — m' 



denn die Summe iiber p ist teleskopisch. Folglich bleibt in ( |2.154| ) nur der Summand fiir 
I = iibrig, und es folgt 



U* U = / dm / dm' pm Pm' = 1 
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Zum Beweis von ( p. 1531 ) wendet man auf die Gleichungen 

oo oo 

den Operator — m) an und berechnet das Ergebnis explizit. □ 



das Lokalitatsproblem der Spektralzerlegung 

Mit Hilfe dieses Satzes scheinen wir die Storungsentwicklung unmittelbar durchfiihren zu 
konnen. Wenn wir nainlich. Pm'^ km durch 

Pm ■■= UpmU* , km ■■= UkmU* (2.155) 



definieren, sind die Diracgleichung ( 2.150 ) und, wegen der Unitaritat von U, auch (|2.56| ) 
exakt erfiillt. 

Leider ist die Situation nicht ganz so einfach. Um das Problem der Storungsrechnung 
( p.l55| ) zu erkennen, betrachten wir ein elektromagnetisches Potential B = jJL und untersuchen 
die Lichtkegelentwicklung von pm- Im Spezialfall Aj = djA haben wir 

Sm{^A)pm = -iSm[i^ - m, A]pm = -lApm 

Genau wie bei ( 2.1131) konnen wir aus dieser Gleichung den fiihrenden Beitrag der Lichtkegelentwicklung 

von Sm^Pm ablesen, namlich 

i 

{sm4Pm){x,y) ^ - dXe{X)Aj{Xy + {l-X)x)ePm{x,y) . (2.156) 

J—oo 

Nach Multiplikation mit Sm kann diese Formel iteriert werden, so daB man auch hohere 
Operatorprodukte um den Lichtkegel entwickeln kann. Man erhalt so beispielsweise 

{{sm4T Pm)ix,y) >^ - / dAi e(Ai) / dX2 e{X2 - Xi) ■ ■ ■ dA„ e(A„ - A„_i) 

X Aj,{z,) e ■ ■ ■ Aj^izn) e Pm{x, y) (2.157) 

mit Zj = Xjy + (1 — Xj)x. Im unitaren Operator U, ( |2.152| ), treten also geschachtelte 
nichtlokale Linienintegrale auf. Dies ist noch kein Problem, denn gemafi der Lokalitatsforderung 
(2.117) miissen die nichtlokalen Linienintegrale lediglich in den zusammengesetzten Ausdriicken 
( 2.155 ) fiir Pm^km verschwinden. In erster Ordnung haben wir bei der Diskussion der 
Formeln ( 2.60| ), ( |2.61 ) gesehen, dafi tatsachlich keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten. 
Der Beitrag zu pm zweiter Ordnung hat die Form 

^Pm ~ ^rn Sm -^Pra + Pm Sm Sm + Sm -^Pm Sm • (2.158) 

Durch Iteration von (^l56|) erhalt man analog zu ( |2.157l ) fiir die einzelnen Summanden 
die Entwicklungsformeln 

2^ poo poo 

{sm4sm4Pm)ix,y) - "T / dXi e{Xi) / dX2 e{X2 - Xi) Aj (zi) S,^ Ak{z2) S,'' Pm{x , y) 

4 J—oo J—oo 
^ poo poo 

{Pm4sm4sm){x, y) ^ -- j dXi e(Ai - 1) / dX2 e(A2 - 1) Aj{zi) Ak{z2) i'^ Pm{x, y) 
4 



oo 

oo 



{sm4Pm4sm){x.,y) X 7 / dXi e{Xi) I dX2e{X2 - I) Aj{zi) Ak{z2) t Pm{x,y) 
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[2] 

An diesen Formeln sieht man, daB in Apm die nichtlokalen Linienintegrale nicht wegfallen. 



Folglich ist die Forderung (2.117) fiir die Storungsentwicklung (2.155) in hoherer Ordnung 
verletzt. 

Nichtlokale Linienintegrale waren auch schon bei der Storungsrechnung erster Ordnung 
mit Massenasymmetrie oder chiraler Asymmetrie aufgetreten. An dieser Stelle ist das 
Problem aber prinzipieller Art: Wir hatten liberlegt, daB die Spektralprojektoren pm 
durch die Gleichungen ( |2.81| ) unabhangig von einer Storungsrechnung definiert sind. Durch 
Einsetzen kann man verifizieren, daB diese Spektralprojektoren mit dem Ausdruck in 
( p.l55| ) iibereinstimmen. Folglich konnen wir die nichtlokalen Linienintegrale nicht einfach 
durch Modifikation der Storungsrechnung beseitigen, es handelt sich um ein allgemeines 
Problem bei der Spektralzerlegung des gestorten Diracoperators. Wir nennen dieses Problem 
das Lokalitdtsproblem der Spektralzerlegung. 

der Ausweg: nichtunitare Stortransformationen 

Um das Lokalitatsproblem der Spektralzerlegung zu umgehen, miissen wir den Ansatz 
( ^.155| ) erweitern und gehen zu den Definitionsgleichungen 

Pm := VpmV* , km •= Vk^V* (2.159) 

mit einem Operator V liber, der nicht notwendigerweise unitar ist. Wir nennen eine solche 
Transformation der freien in die gestorten Grofien nichtunitare Stortransformation. 

Mit nichtunitaren Stortransformationen geben wir die Untersuchung der Spektralprojektoren 
des gestorten Diracoperators auf. Die Operatoren ( 2.159| ) werden zwar Losungen der 



gestorten Diracgleichung ( |2.150 ) sein und sind folglich auch orthogonal. 



Pm Pn — km kn — Pm kn — Pn — fiir m ^ n , 

sie erfiillen aber nicht die 5-Normierungsbedingung und Vollstandigkeitsrelation, also i.a. 

PmPn = VpmV*VpnV* ^ V Pm Pn V* = 5{m - Tl) pm (2.160) 

km kn / 6{m -n)pm , km Pn, Pm K 7^ 8{m - n) km (2.161) 
/ pmdm = v( f Pm dm) V* = VV* / 1 . (2.162) 

Aus funktionalanalytischer Sicht machen die Gleichungen ( p.l59| ) also keinen Sinn. 

Auf den ersten Blick scheinen nichtunitare Stortransformationen auch Gleichung ( 1.41| ) 



zu widersprechen, in welcher die Unitaritat von U fiir die Idempotenz = P des 
fermionischen Projektors notwendig ist. Aus diesem Grund woUen wir zunachst allgemein 
begr linden, warum es fiir die Kontinuumsbeschreibung des wechselwirkenden fermionischen 
Projektors trotz allem sinnvoll ist, mit nichtunitaren Stortransformationen zu arbeiten. 
Wir werden aufierdem iiberlegen, was die Nichtunitaritat bei unserer Vorstellung der 
diskreten Raumzeit bedeutet. Im nachsten Unterabschnitt wird dann der Operator V 
explizit konstruiert. Diese etwas technische Konstruktion wird auch die ab Seite ^ angesprochene 
Uneindeutigkeit der Storungsrechnung fiir km beseitigen. 

Zur besseren physikalischen Anschauung betrachten wir im folgenden einen Diracsee 

^m • — 2 ^m) ) Im • — 2 iP^ ^m) j 
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die Uberlegung gilt aber analog fiir beide Operatoren pm, km getrennt. Zunachst schreiben 
wir die Definitionsgleichung ( 2.159| ) in der Form 



Im = U Clra U* , [C, /„] = (2.163) 

mit einem unitaren Operator U und einem hermiteschen Operator C um^. Der Operator 
C kann die Eigenwerte von 1^ modifizieren, die Eigenvektoren bleiben aber unverandert. 
Konkreter konnen wir erreichen, dafi C fiir jeden Wellenvektor k die Projektoren auf die 
beiden Spinzustande mit einem Faktor multipliziert, also 

iClm)ix,y) = I ^{]^ + m)e{-k^)5ik'-m^)e-''^--y^ 



(2.164) 



mit skalaren Funktionen /i,/2 und einem Vektorfeld v mit kjv'j{k) = und = —1. 
Fiir kleine Storungen ist /i ~ /2 ~ 1- Die Distributionen Clm sind Losungen der freien 
Diracgleichung, sie konnen aber selbstverstandlich nicht als Spektralprojektoren von 
aufgefaBt werden. 

Es ist giinstig, wenn wir die Transformation ( |2.163| ) in Gedanken in zwei Schritte 
zerlegen: Zunachst einmal beeinflufit der Operator C die Methode, wie der Diracsee aus 
den Ebenen-Wellen-Losungen der Diracgleichung aufgebaut wird. Genauer wird der freie 
Diracsee nicht mehr durch den Operator 1^, sondern gemaB ( p. 164 ) durch Clm beschrieben. 



Anschliefiend werden durch die unitare Transformation U genau wie in ( |2.155| ) alle Fermionzustande 
des Diracsees gestort. Bei dieser Sichtweise unterscheiden sich die Storungsentwicklungen 
( |2.155| ), ( |2.159 ) nur um den Faktor C, und wir konnen uns auf die Diskussion des freien 



Diracsees beschranken. 

Nach dieser Uberlegung miissen wir zeigen, dafi auch die Distribution Clm (und nicht 
nur Im) als sinnvoller Kontinuumslimes eines fermionischen Projektors in der diskreten 
Raumzeit aufgefafit werden kann. Im ersten Schritt argumentieren wir dazu in Verallgemeinerung 



von ( 2.26 ) im Minkowski-Raum durch Ausschmieren des Impulsintegrals: Die Faktoren 



/i,/2 in ( p.l64| ) lassen sich bei Regularisierung im Impulsraum dadurch beriicksichtigen, 
dafi man die "Breite" des Diracsees fiir beide Spineinstellungen variabel gestaltet. Genauer 
betrachten wir fiir einen kleinen Parameter e das Integral 

Pe{x,y) := y'^(^ + m)G(|fc|-m)G(-A;0)e-^'=(--J') 

^Um diese Transformation einzusehen, kann man den endlichdimensionalen Fall betrachten: Falls B 
klein genug gewahlt wird, ist V invertierbar. Dann sind die Operatoren und VlmV* von gieichem Rang 
r. Wir zerlegen die Operatoren spektral, 

r r 

Im = ^ Xj Pj , V ImV* = ^ Uj Qj mit \j,Uj 7^ , 

j=l j=l 

dabei sind Pj , Qj die Projektoren auf eindimensionale Eigenraume (im Fall mit Entartung spalten wir 
die Spektralprojektoren willkiirlich in die Summe von Projektoren auf eindimensionale Unterraume auf). 
Wenn wir 

j^i 

setzen, besitzen die Operatoren VlmV* und Clm die gleichen Eigenwerte (mit gleicher Vielfachheit) und 
sind folglich unitar Equivalent. 
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.(2.165) 



Der Operator Ps ist ein Projektor, wie man explizit verifiziert. Entsprechend zu ( 2.2g| ) 
haben wir die Naherung 

Pe{x,y) e {Clm){x,y) 

Wir sehen also, dai3 sich der Kontinuumslimes eines Diracsees aquivalent zu Im auch mit 
dem Operator Clm beschreiben laBt. Diese Freiheit in der Kontinuumsbeschreibung hangt 
letztlich damit zusammen, daB wir im fermionischen Projektor nur mit wenigen diskreten 
und nicht mit einer kontinuierlichen Schar von Diracseen arbeiten. Dadurch sind Probleme 
der (^-Normierung (2.160), ( p.l61| ) und der Vollstandigkeit ( |2.162| ) fiir uns irrelevant. 
Allgemeiner kommen wir zu dem SchluB, daB die Beschreibung des fermionischen Projektors 
mit nichtunitaren Stortransformationen auf keine prinzipiellen oder begrifflichen Schwierigkeiten 
fiihrt. 

Im nachsten Schritt wollen wir die erwartete Situation in der diskreten Raumzeit 
genauer betrachten. Da wir iiber die Form des fermionischen Projektors in der diskreten 
Raumzeit keine Einzelheiten kennen, muB die Argumentation zwangslaufig etwas qualitativ 
bleiben; wir werden darauf in dieser Arbeit auch nicht wieder zuriickkommen. Die Uberlegung 
ist aber trotzdem interessant, well sie eine Bestatigung fiir unseren Deutungsversuch der 



Feldquantisierung in Abschnitt 1.4 liefert: Wir fiihren in den Storoperator zur Deutlichkeit 
einen Parameter A ein, betrachten also den Diracoperator ii^ + \B. Als physikalisches 
Beispiel kann man an eine Storung durch eine (klassische) elektromagnetische Welle denken. 



der Parameter A gibt ihre Amplitude an. Die Operatoren U,C in ( 2.163 ) hangen von A 
ab. An der Storungsrechnung erster Ordnung haben wir gesehen, daB sich U in fiihrender 
Ordnung linear in A verhalt. Da das Lokalitatsproblem wie beschrieben ein Effekt zweiter 
Ordnung ist, hangt C in fiihrender Ordnung quadratisch von A ab, also insgesamt 



C/(A) = 1 + A^/W + 0(A2) 



C{X) = 1 + A^ C[21 + O(A^) 



Die Funktionen /i,/2 in ( 2.1641 ) verhalten sich folglich ebenfalls quadratisch in A 

/i^(A) = 1 + aV||+0(A') . (2.166) 



In der diskreten Raumzeit miissen wir das Integral in ( ^.165| ) durch eine diskrete Summe 
iiber die Fermionzustande ersetzen. Die stetige Veranderung des Integrationsgebietes in 
( |2.165| ) bei Variation von A lafit sich mit einer endlichen Summe aber nicht beschreiben. 
Anders ausgedriickt, lafit sich das Integral in ( p.l65| ) nur fiir diskrete Werte des Parameters 
A gut durch eine endliche Summe iiber Fermionzustande approximieren. Dies konnen wir 
als "Quantisierungsbedingung" fiir A auffasenQ. Da /i,/2 gemafi ( 2.166|) quadratisch von 



^Diese "Quantisierung" lafit sich etwas genauer unter den Voraussetzungen von Fufinote ^ auf Seite ^ 
beschreiben: Im endhchen Volumen geht Pe{x,y) in die Summe 



PAx,y) = (^)* » + m)e(|fc|-m)e(-fc°)e- 



ik(x — y) 



l + py(fc))e(m + e/i(fc) - |fc|) + -{1- pP{k))e{m + ef2{k)-\k\) 



iiber, bei zusatzlicher Diskretisierung der Raumzeit auf einem Gitter wird die Summe endlich. Bei 
kontinuierlicher Variation der Funktionen /i , /2 andert sich die Anzahl der Summanden bei diskreten 
Parameterwerten sprunghaft. 
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A abhangen, erhalten wir quantitativ die Bedingung 



X'^ = c{n + d) , n E IN 

mit einer unbestimmten Konstanten d G [0, 1) und einem Parameter c, der von der 
Geometrie der Storung abhangt. Im Beispiel der elektromagnetischen Welle haben wir 



auf diese Weise genau die in Abschnitt 1.4 verwendete Amplitudenbedingung hergeleitet. 



Durchfiihrung der kausalen Storungsentwicklung 



Wir wollen nun die Gleichungen ( 2.159| ) mathematisch ableiten und den Operator V 



konstruieren. Dabei werden wir stets mit einem lokalen Storoperator B (also einem lokalen 
Potential oder einem Differentialoperator) arbeiten, die Endformeln konnen aber auch fiir 
allgemeine Storoperatoren verwendet werden. 

Die Grundidee der Konstruktion besteht darin, die Storungsentwicklung fiir pm, 
auf diejenige fiir die avancierte und retardierte Greensfunktion zuriickzufiihren. Fiir diese 
Greensfunktionen ( 2.74 ), ( 2.75| ) laBt sich namlich die Storungsrechnung auf kanonische 



Weise durchfiihren: Der Trager der Distribution s)^ liegt im oberen Lichtkegel. Folglich 
geht in das Operatorprodukt 

{Sm>3 s^){x,y) = J d'^z s^{x,z) B:, s"^{z,y) (2.167) 

der Storoperator Bz nur fiir solche z ein, die im Schnitt des oberen Lichtkegels um x 
mit dem unteren Lichtkegel um y liegen. In diesem Sinn ist der Ausdruck ( p.l67| ) kausal. 
Insbesondere liegt der Trager von ( p.l67| ) wieder im oberen Lichtkegel. Durch Iteration 
folgt, dafi auch die hoheren Produkte 

kausal sind und den Trager im oberen Lichtkegel besitzen. Wir definieren die gestorte 
avancierte Greensfunktion als Summe iiber diese Operatorprodukte 



j:i-^l^)''^m ■ (2.168) 



A;=0 

Fiir die retardierte Greensfunktion setzen wir analog 



^(-.^^)S^ . (2.169) 

k=0 



Wie man direkt nachrechnet, erfiillen s^, tatsachlich die Bestimmungsgleichung der 
Greensfunktion 

{i^-m + B)Sl^ = {i^-m + B)s^ = 1 . (2.170) 

Man beachte, daB die Storungsrechnung fiir die Greensfunktionen durch die Forderung 
eindeutig wird, dafi der Trager von s^,s^ im oberen bzw. unteren Lichtkegel liegt. Als 
Folge der Kausalitat treten bei dieser Storungsrechnung keine nichtlokalen Linienintegrale 
auf. 
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Wir kommen zur Storungsrechnung fiir km- Nach Definition 2.2.3 konnen wir km durch 
die avancierte und retardierte Greensfunktion ausdriicken 



kr> 



2-Ki ^ 



Wir iibertragen diese Relation auf den wechselwirkenden Fall und verwenden sie als 
Definitionsgleichung fiir km- 



Def. 2.3.2 Wir setzen 



2m 



(2.171) 



TYll'iitj S ffy^ • S lyv. 



gemdj] §J6^, (\2J6g). 
Wegen (|2.170 ) erfiillt km die Diracgleichung ( 2.150|) . Da km aufierdem im Grenzfall B 



in die freie Distribution km iibergeht und die die Lokalitatsbedingung ( 2.117 ) erfiillt 



scheint Definition 2.3.2 sinnvoll zu sein 



Wir miissen km in die Form ( 2.159| ) bringen. Dazu schreiben wir die Summen ( p.l68| ), 
( ^l69| ) in ( |2T7l| ) aus 



oo 



(( ^) ( ^) ^mj 



(2.172) 



setzen ( |2.74| ), (|2.75| ) ein und multiplizieren aus. Man erhalt Operatorprodukte der Form 
( p.l51| ), wobei die Faktoren Cj fiir pm oder km stehen. Die Beitrage mit einer geraden 
Zahl von Faktoren km liaben fiir die avancierte und retardierte Greensfunktion das gleiche 
Vorzeichen und heben sich in (2.172) weg. Die Beitrage mit einer ungeraden Anzahl von 
/cm's treten in beiden Greensfunktionen jeweils genau einmal auf und haben umgekehrtes 
relatives Vorzeichen. Mit der Notation 



Cm{Q,n) = 
konnen wir also ( 2.172| ) in der Form 



falls n & Q 
falls n ^ Q 



Q C IN 



^ (-1)' {^.)*^-' 

1=0 Q€Vil + l), 

#Q ungerade 

X CmiQ, 1) B CmiQ, 2)B---B Cm{Q, I) B CmiQ, I + 1) 



(2.173) 



umschreiben, wobei V{n) die Potenzmenge von {1, - - - ,n} bezeichnet. Diese Summe iiber 
Operatorprodukte lafit sich in ein Produkt zusammengesetzter Ausdriicke zerlegen, aus 
denen sich die Form des Operators V in (2.159) ablesen lafit. Da die Kombinatorik etwas 
uniibersichtlich ist, geben wir gleich die Formel fiir V an. 



Satz 2.3.3 Der Operator 



V 



IRUilR 



dmY.{-^)' E 



1=0 



#Q gerade 



(#Q-i)n 

(#Q/2)! • 2#Q/2 



(ivr) 



X CmiQ, 1) B CmiQ, 2) • • • CmiQ, ^ " 1) ^ CmiQ, B Pr. 



(2.174) 



erfiillt die Gleichung 



V km V* 
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Beweis: Wir setzen zur Abkiirzung 

c(n) 

Dann gilt fiir alle n die GleichungQ 



(2n - 1) 
n! • 2*^ 



^ c{q) c{n -q) = 1 

q=0 



(2.175) 



(2.176) 



Bei der Berechnung von VkmV* konnen wir mit Hilfe der Relation (2.13) beide m-Integrale 
ausfiihren und erhalten 



V fe™, V* 



E 

h,l2=0 



E 



E ( 



Qi€V{li), Q2&P{h), 
#Qi gorade #Q2 gerade 



X CMl, 1)B---B CraiQlM) B krn B C^, 1) B ■ ■ ■ B C^(Q2, h 



#Q5 



(2.177) 



Jede Kombination der Operatorprodukte tritt genau ^(#Qi + #Q2) + 1 mal auf, denn 
der in (|2l77D ausgeschriebene Faktor km kann der insgesamt l.,3.,5.,... Faktor km des 
Produktes sein. Wir fassen diese Summanden jeweils zusammen und erhalten 



UkmU* = ;^(-l)' E (^.)#«-l 
'=0 QeP{i + i), 

#Q ungerade 



#Q 

E 

9 = 0, 
q gerade 



cl-l C 



#Q-l-q 



X C^(Q, 1) B CmiQ, 2) • • • C^(Q, B Cm{Q, I + 1) • 
Nach Einsetzen von ( p.l76| ) und Vergleich mit ( |2.173D folgt die Behauptung. 



□ 



Nachdem wir den Operator V kennen, konnen wir nun auch die Storungsrechnung fiir 
Pm durchfiihren. Dazu verwenden wir ( p.l5S| ) als Definitionsgleichung. 

Def. 2.3.4 Wir setzen 

Pm = VpmV* (2.178) 

mit V gemafi ( \2.174 )- 

Wir miissen verifizieren, dai3 pm die Diracgleichung erfiillt. 
Lemma 2.3.5 Es gilt 

{i^-m + B)pm = 



*Das sieht man am einfachsten mit der "erzeugenden Funktion" f{x) = X^^q c{n)x". Aus (2.176) folgt 
mit der Cauchy'schen Produktformel 



oc / n 



= E E<'^)^('^-^) p" = E-" - 



n = \i3=0 



und so mit f(x) = (1 — a;) Durch Taylorentwicklung dieser Funktion erhalt man die Koeffizienten 
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Beweis: Wir rechnen explizit 

#Q gerade 

X {i^ - m) CM, 1) B CraiQ, 2) • • • Cm{Q, I - I) B Cm{Q, I) B Pm 

#Q gerade und 1 Q 

xBCrn{Q,2)---Cm{Q,l-l)BCm{Q,l)Bpm = -BVpm ■ 

□ 



Damit haben wir die Storungsrechnung ftir p^, durchgeftihrt. Wegen der Kausalitat 
bei der Storungsrechnung fiir die Greensfunktionen nennen wir die Methode kausale Stdrungsentwicklung. 
Fiir km folgt direkt aus der Konstruktion, dai3 keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten. 



Fiir Pm ist das nach Definition 2.3.4 nicht unmittelbar klar. Man umQ dazu die Analogie der 
Formeln der Lichtkegelentwicklung fiir pm, km ausnutzen, der wir sclion bei der Diskussion 
der Ergebnisse aus Anhang A-D begegnet sind. Wir werden niclit allgemein beweisen, daB 
Pm der Lokalitatsforderung ( ^.117| ) geniigt. Bei alien expliziten Rechnungen wird sich aber 
zeigen, daB tatsachlich alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden. 

Nach unserer Konstruktion ist klar, dafi sich die Eindeutigkeit der Storungsrechnung 
fiir die Greensfunktionen auch auf Pm,km iibertragt. Wir konnen also sagen, daB die 
kausale Storungsentwicklung die einzige Methode der Storungsrechnung ist, bei der keine 
nichtlokalen Linienintegrale auftreten. 

Um die Unterschiede zwischen der kausalen Storungsrechnung und den urspriinglichen 
Gleichungen (|2.155D besser zu erkennen, betrachten wir abschliefiend eine Entwicklung bis 
zur Ordnung 0{B^): 

V = dm ipm - SmBpm + SmB SmB Pm km B km Bpm] + 0{B^) (2.179) 

Pm — Pm Sm B Pm Pm B Sm ~\~ Pm B Sm B Sm ~\~ Sm B Pm B Sm ~l~ Sm B Sm B Pm 

-— (km B km B Pm + Pm B km B km) + O(S^) (2.180) 

hfTT, — kjji Sffi 13 kffi kffi 13 s^yi -\- kui 13 s^yi 13 s^yi -\- s^yi 13 13 s^n -\- Sui 13 13 km 

-TT^mBkmBkm + 0{B^) (2.181) 



In erster Ordnung stimmen diese Gleichungen mit (|l5|) und i ^Wj ), dm) iiberein. 
In zweiter Ordnung tritt in den Formeln fiir pm, km gegeniiber ( p.l55| ) zusatzlich der 
Beitrag in der zweiten Zeile von ( |2.18C| ), (|2.181| ) auf. Durch diese Beitrage verschwinden 
die nichtlokalen Linienintegrale in zweiter Ordnung. Der Operator V unterscheidet sich 
von U, ( |2.152 ), durch den zusatzlichen Term —^kmBkmBpm- Wie erwartet ist V dadurch 



in zweiter Ordnung nicht unitar, genauer 

VV* = V*V = l-^f dm (kmBkmBprn+PmBkmBkm) + 0{B^) 
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2.3.2 Formale Storungsentwicklung fiir P{x, y) 

Die kausale Storungsentwicklung fiir pm, lai3t sich direkt auf den fermionischen Projektor 



iibertragen, indem man in alle Formeln wie in den Abschnitten 2.2.2 , 2.2.4 die Asymmetriematrizen 
X, Y einfiigt. Zur Klarheit stellen wir die Konstruktion noch einmal in systematischer 
Reihenfolge zusammen. 



Wir arbeiten wieder gemai3 ( 2. 1181) , ( ^.11S| ) mit den Operatoren s,k,p auf H (8) (D-^. 



Analog zu ( p.74|) , (2.75) definieren wir die avancierte und retardierte Greensfunktion durch 



^In] = •Sfml + ^TT ki^] , S^,] = Sim] " h 



Fiir diese Greensfunktionen lafit sich die Storungsrechnung kanonisch durchfiihren, wir 
setzen 

oo oo 

-V ^ ^(.^V^^fcgV ^ ~A ^ ^(_sA^)fc^A (2.182) 

A;=0 k=0 

Wie man direkt nachrechnet, erfiillen die gestorten Greensfunktionen die Gleichungen 

{i^ - mY + B) s"^ = (i^-mY + B)s^ = 1 

Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt fiihren wir nun zunachst den Operator V ein und 
definieren damit die gestorten Grofien. Auf diese Weise konnen p, k einheitlich behandelt 
werden. 

Def. 2.3.6 Wir definieren auf H (D^ den Operator 



#Q gerade 

X qm]iQ,i)Bqm]{Q,2)---qm]{Q,i-i)Bqm]{Q,i)Spm , (2.183) 

dabei stehen die Faktoren C[m](Q,?T-) fur die Operatoren 

^ ' I S[m] falls n^Q 

Die Storungsentwicklung fiir p, k wird mit der nichtunitdren Stortransformation 

p ■= VpV* , k := VkV* 

durchgefiihrt. 

Satz 2.3.7 Die Operatoren p, k erfiillen die gestdrte Diracgleichung 

{i^-mY + B)p = {i^-mY + B)k = . (2.184) 
Die Storungsrechnung fiir k lafit sich auf diejenige fiir die Greensfunktionen zuriickfiihren, 

= — (s^ - s^) . (2.185) 

27ri 
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Beweis: Gleichung ( 2.185 ) und die Diracgleichung ( ^.184| ) fiir k folgen genau wie in Satz 



p. 3. 3 . Die Diracgleichung fiir p erhalt man analog wie in Satz 2.3.5 



□ 



Falls der fermionische Projektor nur eine Massenasymmetrie besitzt, konnen wir P{x, y) 
analog zu ( 2.125| ) durch 

P{x,y) = -TTjr{p -k){x,y) 

definieren. Fiir lokale Storoperatoren B treten bei dieser Storungsrechnung keine nichtlokalen 
Linienintegrale auf. 

Im Fall mit zusatzlicher chiraler Asymmetric miissen wir die Matrix X einfiigen und 
setzen entsprechend zu Gleichung ( p.l32|) 

P = ^TT:fiVXip-k)V*) . (2.186) 



Als Folge der chiralen Asymmetric ist die Lokalitatsforderung (2.117) nicht mehr fiir 
beliebige lokale Storoperatoren erfiillt. In Verallgemeinerung unserer Uberlegung in erster 
Ordnung Storungstheorie fallen aber fiir die Diracoperatoren (2.145), ( 2.149[ ) auch in 
hoherer Ordnung alle nichtlokalen Linienintegrale weg. 

2.3.3 Storungsrechnung im Ortsraum 

Nachdem die formale Storungsentwicklung durchgefiihrt ist, konnen wir uns dem Studium 
der einzelnen Storungsbeitrage zuwenden. Wir miissen zeigen, dafi alle Beitrage endlich 
sind. AuBerdem miissen fiir die Storungsbeitrage explizite Formeln im Ortsraum abgeleitet 
werden. In Anhang E wurden einige Rechnungen in hoherer Ordnung Storungstheorie 
durchgefiihrt. Wir wollen hier die verwendete Methode veranschaulichen und die Ergebnisse 
aus Anhang E beschreiben. 

Bevor wir beginnen, konnen wir schon einen allgemeinen Unterschied zum Vorgehen 



in Abschnitt 2.2.2 festhalten: In erster Ordnung war es ausreichend, die Storungsrechnung 
fiir pm, km durchzufiihren. Wegen der Linearitat lassen sich die Ergebnisse namlich direkt 
auf den fermionischen Projektor iibertragen, indem man die Asymmetriematrizen X, Y 
geeignet in die Entwicklungsformeln einfiigt. In Storungstheorie hoherer Ordnung ist die 
Situation komplizierter, well die Storoperatoren und Asymmetriematrizen in verschiedensten 
Kombinationen, z.B. 

XYBB , XBYB , XBBY , BXBY , ... 



auftreten konnen. Aus diesem Grund miissen wir nun die Storungsrechnung ( 2.186|) fiir 
den fermionischen Projektor untersuchen. 

Prinzip der Rechnung 

Da eine explizite Durchfiihrung der Storungsrechnung mit dem Operator V wegen der 
kombinatorischen Faktoren in ( ^.183| ) uniibersichtlich ist, wird in Anhang E mit der 
Storungsentwicklung ( |2.182 ) fiir die Greensfunktionen gearbeitet. Mit Hilfe von Gleichung 



( |2.185| ) lassen sich die Ergebnisse auf k und, mit einem allgemeinen Analogieargument fiir 
die Ergebnisse der Lichtkegelentwicklung, auch auf p iibertragen. Schliefilich wird in die 
Endformeln die chirale Asymmetriematrix X eingefiigt. 

Damit die Darstellung iiberschaubar bleibt, lassen wir hier die chirale Asymmetriematrix 
weg und betrachten lediglich die Storungsentwicklung fiir die avancierte Greensfunktion. 
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Aufierdem werden wir die Methode der Rechnung nur am Beispiel eines C/(i?)-Potentials 
B = beschreiben. Wir konzentrieren uns also auf die formale Storungsreihe 



= . (2.187) 

n=0 



Zunachst iiberlegen wir, warum die Beitrage jeder Ordnung als Distribution wohldefiniert 
sind: Fiir den Beitrag erster Ordnung — s^^s^ konnen wir mit Hilfe von (^l85|) die 



Ergebnisse von Theorem [5.1.1| , Theorem 5.2.1| iibertragen und erhalten Entwicklungsformeln 
bis zur Ordnung C'(^^). Wir wollen das Ergebnis intrinsisch mit der freien Greensfunktion 
ausdriicken. Dazu entwickeln wir die avancierte Greensfunktion nach der Masse, 

oo 
(=0 

und schreiben den Storungsbeitrag erster Ordnung in der Form 

oo 

= (2.188) 

1=0 

mit glatten Funktionen F^^y Genauer sind die Funktionen F^^-^ Linienintegrale liber das 
Potential und dessen partielle Ableitungen; in Theorem |5.1.1| und Theorem 5.2.1 wurden 
F^Qy . . . , F^Q-^ explizit berechnet. Bei der Storungsrechnung fiir das elektromagnetische Feld 
haben wir gesehen, dafi die Entwicklungsbeitrage hoherer Ordnung in der Masse auf dem 
Lichtkegel schwacher singular sind. Daher ist einsichtig, daB sich die Starke der Singularitat 
auf dem Lichtkegel bei Entwicklung nach m mit der Formel 

oo 

{-sl)4s'(,)){x,y) = E Fl^^''\x,y)s^^i^ix,y) (2.189) 

l=p+q 

und geeigneten Funktionen F^j^^^''^^ beschreiben lafit. Der entscheidende Schritt bei der 

Ubertragung dieser Ergebnisse auf hohere Ordnung Storungstheorie ist die Tatsache, 
daB die Entwicklungsformeln ( p.l88| ), ( |2.189| ) iteriert werden konnen. Leider wird die 
Konstruktion durch die Kombinatorik der Diracmatrizen in erschwert. Zur 

Einfachheit werden wir diese Komplikation im folgenden ignorieren. Dann liefert Gleichung 
(|2.18g| ) bei Iteration eine Entwicklungsformel vom gleichen Typ 

oo 

((-.^4r^^)(^,y) = ' (2-190) 

(=0 

nur haben die Funktionen F^-^ als geschachtelte Linienintegrale liber A und d^A gegenliber 
F^^-^ eine kompliziertere Form. Wir sehen, dafi die Storungsbeitrage jeder Ordnung wohldefiniert 
sind. Bei Entwicklung nach der Masse erhalten wir mit Hilfe von ([2T89| ) eine Gleichung 
der Form 

oo 

((-.^4r«^)(,)(^,y) = • (^.m) 

i=p 
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Die Beitrage hoherer Ordnung in m sind also auf dem Lichtkegel schwacher singular; damit 
ist auch in hoherer Ordnung Storungstheorie eine Entwicklung nach der Masse sinnvoll. 

Wir kommen zur Frage, wie die Storungsbeitrage konkret aussehen. Bevor wir mit einer 
detaillierteren Untersuchung der Funktionen F^^^ in ( 2.190 ) beginnen, beschreiben wir das 
weitere Vorgehen im Prinzip: Wir berechnen zunachst F^-^ fiir festes / und beliebiges n. 
Die Summe liber n kann ausgefiihrt werden, und wir erhalten explizite Ausdriicke fiir die 
Funktionen 



^(0 ■■= E ^( 



(0 



n=0 



Diese Funktionen liefern nicht-perturbative Entwicklungsformeln fiir s^, denn nach ( |2.187 ), 
(|l90) gilt 



oo oo 



~s^ix,y) = 5: 5:F(7)(x,y).^^^(x,y) 

n=0 1=0 



oo / oo 



1=0 \n=0 ) 1=0 

Es ist mathematisch nicht klar, daB die Summen liber /, n vertauscht werden konnen. Aus 
diesem Grund liefert unsere Methode, wie bereits zu Beginn dieses Abschnittes erwahnt, 
keinen Beweis fiir die Konvergenz der Storungsentwicklung. Da es uns mehr auf die 
explizite Berechnung von ankommt, klammern wir diese eher technischen Konvergenzfragen 
aus. 

Wir beschreiben die Technik zur Berechnung der Funktionen F^Jy F(^i-j in mehreren 
Schritten und beginnen mit / = 0, also der fiihrenden Singularitat auf dem Lichtkegel: In 
erster Ordnung Storungstheorie brauchen wir nur die Eichterme ~ zu beriicksichtigen, 

(_sV4s^)(3;,y) = -i r A,esl{x,y) + ■■■ 



({-sl4fsi){x,y) = {-if j dxJ d\2A,,{zi)e' A,,{z2)e sl{x,y) + 



1 

1 rl rl 



Bei Iteration erhalten wir mit der Notation von ( p.l57| ) 

nl rl 

JO 

((-s^4)"s^)(x,y) = [-iY f d\, j d\2--- I dXn 

X Aj^ (zi ) ■ ■ ■ Aj^ (zn) s^{x,y) + ■■■ 
Die Beitrage lassen sich zu einem geordneten Exponential 

s^(x,y) = Texp (^-i A^e^ s^{x,y) + ••• (2.192) 

aufsummieren, das wie iiblich durch die absolut konvergente Dyson-Reihe gegeben ist, 

Texp (-i r Aj^) ■■= Y.i-ir t /' • • • /' dXn A,,(zi)e • • • ^,„(^n)e • 

\ Jx J Jo JXl J\n-1 

Wir bemerken, daB das Auftreten des geordneten Integrals in ( ^.192| ) nicht erstaunlich 
ist, sondern bereits aufgrund der nichtabelschen Eichsymmetrie zu erwarten war: Im Fall 



88 



einer i7(i?)-Eichtransformation U{x) '^{x) haben wir Aj = iU{djU Das 

geordnete Integral kann ausgefiihrt werden^ 

Te^p (^-i A,e^ = Texp(^J^ U{djU-^)e^ = U{x)U-\y) 

und liefert in ( 2.192| ) die gewiinschte lokale Phasentransformation 

= U{x)sl{x,y)U-\y) + ••• 

Bei der nachstschwacheren Singularitat ~ ^^(0 von ( p.l90| ) gibt es zwei verschiedene 
Beitrage: zum einen konnen ~ rinP Ableitungen des Eichpotentials auftreten, zum anderen 
tragen Terme hoherer Ordnung in der Masse bei. Wir untersuchen diese Beitrage nacheinander: 

Den Beitrag ~ m? n-ter Ordnung bauen wir in Gedanken auf, indem wir den Beitrag 
erster Ordnung (n — l)-mal von links mit dem Operator —SqJ^ multiplizieren und nach 
jedem Schritt um den Lichtkegel entwickeln. Um eine Singularitat ~ ^^(0 zu erhalten, muB 
bei den Lichtkegelentwicklungen genau einmal der schwacher singulare Beitrag ( ^.21) , ( [5^ ,(157 
verwendet werden, (n — l)-mal jedoch die fiihrende Singularitat der Eichterme. Nach 
Addition iiber die Ordnung der Storungstheorie konnen wir also symbolisch 



s^{x,y) 



ki=0 



k2=0 



(2.193) 



schreiben, dabei bezeichnet der Hut " ? " die Stelle, an der bei Lichtkegelentwicklung die 



Terme (5.2),( |5^ ),(p.4|) auftreten sollen. In den eckigen Klammern diirfen nur die Eichterme 
verwendet werden, und wir konnen ( |2.192 ) einsetzen. Nach dieser Uberlegung ist einsichtig, 
daB wir den Beitrag zu s'^{x,y) erhalten, indem wir in die Terme von Theorem |5.1.1| 
geordnete Integrale iiber A einfiigen, genauer 



47r 



+ - 



+ - 



^ dz (2a - 1) Te-^I'^^- ^ 7^ Fkj{z) Te-*/>' /^(^ 

^ dz Te-*/>^ e*^''^' Fij{z) ^fc pji Te"*/.'^' (^""^^ /^(O , (2.194) 



47r Jx 
i 



^ Das sieht man folgendermafien: Wir definieren fiir festes x, y die Funktionen 
i^i(Q) = Uiay + {1 - a)x) U-\y) 



F2{a) 



Texp 



u{d,u-') {y~zy 



z = ay-\-(l — a)x 



Nach einer Variablentransformation hat man 



F2{a) 



E 



Wie man direkt nachrechnet, erfiiUen Fi,F2 die gewohnliche Differentialgleichung 
d 



da 



Fi/2{a) = -(f/(a,[/-^))|<,,+(i_„),C'>i/2(«) 



mit 



Fiftil) = 1 



und stimmen folghch auch fiir a = iiberein. 
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wobei wir fiir das geordnete Integral eine Kurzschreibweise verwendet haben. Diese Ubertragung 
des Ergebnisses erster Ordnung Storungstheorie auf endliche Storungen batten wir ahnlich 
wie (2.192) wegen der [7(i?)-Eichsymmetrie vermuten konnen. 

Bei den Beitragen ~ /^(C) hoherer Ordnung in der Masse miissen wir wegen ( p.l91| ) 
nur bis zur Ordnung O(m^) entwickeln. Bei den in m linearen Storungsbeitragen tritt in 
den Operatorprodukten genau einmal der Faktor mYs'^-^^ auf. Nach Resummation haben 
wir also 



m 



ki=0 



k2=0 



(2.195) 



Bei Lichtkegelentwicklung diirfen nur die fiihrenden Eichterme verwendet werden. Die 
eckigen Klammern liefern bei Lichtkegelentwicklung ganz ahnlich wie in (|2l93| ) geordnete 
Exponentiale. Im Spezialfall [A, Y] = erhalt man in Verallgemeinerung des Eichterms 
( |5.27 ) den Ausdruck 



(2.196) 



der allgemeine Fall ist etwas komplizierter. Zur Ordnung ~ iv? gibt es zwei Beitrage 



m 



fci=0 



V 

^ *(2) 



V\k2 



Y.(-4s^o) 

k2=0 



-m 



E (-«o 4)'- 

ki=0 



Ysl) 4 



E (-«o 4)'' 



fei=0 



(1) 



Ei-4s^o 

k2=Q 



V\fe2 



die sich wiederum unter Verwendung der Eichterme iterativ um den Lichtkegel entwickeln 
lassen. 

Wir betrachten noch kurz die Singularitat ~ @^ {$,)'■ Mit der Methode ( 2.193| ) lassen 
sich alle Beitrage der Storungsrechnung erster Ordnung libertragen, beispielsweise erhalten 
wir aus dem Stromterm (|5.8|) den Beitrag 



sy(x,y) X rdz(a2-a)Te-*/>^(^--)SSfc(z)Te-'^'^'(^-^)'e^(0 
47r Jx 

Zusatzlich konnen bei der Lichtkegelentwicklung zweimal die schwacher singularen Beitrage 



^, (|5.3D , (|5.4D auftreten, also symbolisch 

s^(x,y) > 



E (-^0 4)"' s, 

ki=0 



E (-^0 4)'' 

k2=0 



E (-^0 4)'' 

k3=0 



Auf diese Weise erhalt man beispielsweise einen Term, der proportional zum Energie- 
Impuls- Tensor des Eichfeldes Fik — \ gij FkiF^^ ist. Bei den Storungsbeitragen hoherer 
Ordnung in der Masse miissen nun bei Lichtkegelentwicklung auch die Feldstarke- und 
Stromterme beriicksichtigt werden. 

Damit wollen wir die Diskussion der einzelnen Storungsbeitrage abschliefien. Es ist 
nach unserer Beschreibung klar, daB die Methode der Entwicklung und Resummation der 
Operatorprodukte beliebig fortgesetzt werden kann. Natiirlich werden die Rechnungen fiir 
die schwacheren Singularitaten auf dem Lichtkegel immer aufwendiger, im Prinzip laBt 
sich damit aber (und damit letztlich auch der fermionische Projektor) zu beliebiger 
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Ordnung in exakt bestimmen. Die Methode der Rechnungen ist auch fiir theoretische 
Uberlegungen interessant, weil damit das Verhalten der Storungsbeitrage auf den Lichtkegel 
schon vor expliziter Lichtkegelentwicklung bestimmt werden kann. Insbesondere konnen 
wir genau sagen, welche Beitrage hoherer Ordnung fiir uns wichtig sind, und konnen diese 
Beitrage dann gezielt berechnen. 

Als Vorbereitung auf die Diskussion des nachsten Unterabschnitts betrachten wir 
abschlieCend, wie sich die Ergebnisse auf den Diracoperator mit chiralen Potentialen 
( |2.144 ), also auf die Storungsreihe 



n=0 



iibertragen lassen. Bei den Beitragen ~ mP nutzen wir aus, dai3 Sq ungerade ist (also mit 
p antikommutiert) und konnen die chiralen Projektoren durchkommutieren, 



Xl/rs^ ^ Xl/r ^{-4 4l/rT 4 



(2.197) 



n=0 



Damit laBt sich die Storungsrechnung fiir B = unmittelbar iibertragen. In hoherer 
Ordnung in m ist die Situation etwas schwieriger, weil s^^^ fiir ungerades I eine gerade 
Matrix ist. Beispielsweise haben wir fiir den in m linearen Beitrag anstelle von ( |2.195| ) 



Xl/r 



m 



ki=0 



k2=0 



(2.198) 



und erhalten folglich bei Lichtkegelentwicklung Kombinationen der Form 

ry 



Texp 



^Texp 



(2.199) 



Allgemein kehrt sich in zusammengesetzten Ausdriicken bei jedem Faktor Y der chirale 
Index der Potentiale A^/ji um. 



Beschreibung der Ergebnisse von Anhang E 

Die Ergebnisse der Rechnungen von Anhang E sind in den Lichtkegelentwicklungen von 



Theorem 5.5.2 auf Seite 179 und von Theorem 5.5.3 auf Seite |18C1| zusammengestellt. Wir 
wollen nun diese Formeln genauer betrachten. 

Theorem 5.5.2| ist im allgemeinen Fall mit Massenasymmetrie und chiraler Asymmetric 
anwendbar und liefert einen expliziten Ausdruck fiir die Operatoren VXpV*, VXkV*. 



GemaB ( 2.1861) erhalt man durch Spurbildung iiber den Flavour- Raum unmittelbar eine 
Gleichung fiir den gestorten fermionischen Projektor. Der gestdrte Diracoperator kann die 
recht allgemeine Form 



XL Ur (i^ + 4^) ^ XR Ul ii^ + 4L)UL^ - mE - ipm<^ 



(2.200) 



haben; er enthalt wie ( |2.145 ) unitar transformierte chirale Potentiale und zusatzlich eine 
skalare/pseudoskalare Storung. Die chiralen Potentiale sollen mit der chiralen Asymmetriematrix 
kommutieren 

[Xl, Al] = [Xr, Ar] = . (2.201) 
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Wir mtissen zunachst die verwendete Notation erklaren: Die chirale Asymmetriematrix 
wurde wieder gemaf^ ( |2.134D in zerlegt. Die Matrizen sind Kombinationen der 
Massenmatrix mit dem skalaren/pseudoskalaren Potential, genauer 



Yl{x) := Y + E{x) + i<l>ix) , 
Wir haben folglich 



Yr{x) := y + H(x)-i$(x) 



(2.202) 



Y + E{x)+ip<P{x) = XrYl + XlYr 

Die Tensoren -F^/r,, ^^^^ ^^"^ Feldstarke- und Stromterm der chiralen Potentiale Aj^jR. 
Die Menge 0(ln(|^^|)) bezeichnet alle Distributionen f{x,y) mit der Eigenschaft, daB 
|(ln(y — x)'^)~^ f{x,y)\ regular ist. Fiir eine kompakte Schreibweise wurde schliefilich der 
Ableitungsoperator ^ eingefiihrt. Bei Anwendung auf geordnete Exponentiale liefert er 
nach Definition den Exponenten als geordneten Faktor, genauer 



^xTexp 
^^Texp 



{ijfi{x)) Texp 



Texp -i / A,e {-i4(.y)) 



Auf alle anderen Funktionen wirkt ^ wie ein gewohnlicher Differentialoperator. In einem 
zusammengesetzten Ausdruck haben wir beispielsweise 

Te~'^^^' f{z) Te~'-f'^' 



Zur besseren Ubersicht beginnen wir die Diskussion von Theorem p. 5. 2 mit einem 



Spezialfall und gehen dann schrittweise zu den allgemeinen Voraussetzungen iiber. Zunachst 
betrachten wir den Fall X = 1 ohne chirale Asymmetrie und nehmen mit den Voraussetzungen 



L/R 



$ = an, daf^ der Diracoperator die Form (2.144) hat. Es fallt auf, 



daB in ( 5.142 ) ein nichtlokales Linienintegral auftritt. Nach Zusammenfassen der beiden 
Summanden in der geschweiften Klammer fallt aber die Nichtlokalitat weg. Insgesamt 
vereinfacht sich die Formel von Theorem 5.5.2 auf das Zwischenergebnis von Satz |5^ 
(man beachte, daB dort die beiden Summanden ( 5.1371), (|5.141 ) zusammengefafit sind). 
Im fiihrenden Summanden ( 5.137 ) tritt genau wie in ( ^.192| ) ein geordnetes Exponential 
iiber das Potential auf; wir wir an (2.197) gesehen hatten, muB man lediglich A durch Al 
ersetzen. Die Summanden ( 5.138| ), ( 5.139 ), ( 5.1401 ) entsprechen den Beitragen ( 2.194 ). Die 
Terme erster Ordnung in der Masse, ( |5.141 ), ( 5.142] ), erhalt man durch Lichtkegelentwicklung 
von ( |2.198 ). Man sieht in Ubereinstimmung mit (2.199), daB das chirale Potential links 
und rechts des Faktors Y umgekehrte Handigkeit besitzt. In erster Ordnung in Ax^/r 
gehen die Beitrage ( |5l4lD , ( |5l4^ ) in die Eich-/Pseudoeichterme (|]2|), (|]3|), (|5^ ) 
iiber, wie man direkt nachrechnen kann. Alle weiteren Storungsbeitrage sind wenigstens 
quadratisch in der Masse oder auf dem Lichtkegel hochstens logarithmisch singular und 
wurden weggelassen. 

Im nachsten Schritt gehen wir zum Fall mit chiraler Asymmetrie iiber. In der Lichtkegelentwicklung 
treten nun die Faktoren X^ und Xr auf, und zwar immer in Kombination mit geordneten 
Exponentialen iiber Al bzw. Ar. Wegen Bedingung ( 2.201| ) kommutiert Xj^^r mit diesen 
geordneten Exponentialen. Insbesondere konnen wir in der geschweiften Klammer von 
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( ^.142| ) die Faktoren X^,/^ in die Mitte kommutieren, wo sie bei Anwendung von ( 2.32| ) 
herausfallen. Folglich konnen die beiden Summanden in der geschweiften Klammer wieder 
zu einem lokalen Integral zusammeng efai3t werden. In ( |5l38| ), (|l3|), ( |5l40D kommutiert 
Xl jeweils mit dem gesamten Integralausdruck. 

An den auftretenden Produkten von X^j^ mit den geordneten Exponentialen kann man 
sich iiberlegen, was die Kommutatorbedingung (|2.201 ) bei endlichen Storungen bedeutet, 
wir diskutieren exemplarisch den Beitrag ( |5.137D : Wir nehmen an, daB X^ nicht mit 
dem geordneten Exponential in ( 5.137 ) kommutiert. Dann ist ( 5.137] ) nicht hermitesch 
und mui3 folglich durch einen anderen Ausdruck ersetzt werden. Es zeigt sich, daB in der 
Storungsrechnung hoherer Ordnung (ahnlich wie bei ( 2.135| )) unbeschrankte Linienintegrale 
auftreten. Man erhalt also anstelle des geordneten Exponentials eine unendliche Reihe 
geschachtelter, nichtlokaler Linienintegrale. Damit ist die Lokalitatsforderung ( ^.117 ) selbstverstandlich 
verletzt. Wenn man will, kann man sogar einen Schritt weiter gehen und die Konvergenzprobleme 
dieser Reihe als mathematisches Argument fiir die Lokalitatsforderung ansehen. 

Wir kommen zum Fall mit zusatzlichen chiralen Transformationen Ui^jji. Nach der 
Relation|3 

Texp ( r{-iUAjU-^ + U{djU-^)) = U{x) Texp 



ry 

; / A,e 

J X 



u-\y) 



ist klar, dafi alle geordneten Exponentiale von links und rechts mit einem Faktor f/^^//? 
bzw. zu multiplizieren sind. Die chiralen Asymmetriematrizen X^j^ treten stets 



zwischen den beiden zusatzlichen Faktoren C/^y^, U^j^ auf. Man beachte, daB das Integral 



in ( 5.142 ) nicht mehr notwendigerweise lokal ist. Damit die Nichtlokalitat verschwindet, 



miissen die Produkte von Xj^jji mit dem mittleren Faktor Uj^^YlUh in beiden Summanden 
der geschweiften Klammer iibereinstimmen, also 

U^^YUrXr = XlU^^YUr und entsprechend U^^YUlXl = XrU^^YUl ■ 

(2.203) 

Im letzten Schritt betrachten wir zusatzlich die skalare/pseudoskalare Storung: Gemafi 
unserer Uberlegung an ( ^.98 ), ( ^.99|) beschreiben die Potentiale H, <I> fiir die fiihrende 
Singularitat auf dem Lichtkegel eine skalare bzw. axiale Massenverschiebung. Daher ist 
einsichtig, daB wir zur Beschreibung der skalaren/pseudoskalaren Storung einfach H, <I> 
gemaB ( p.202| ) mit der Massenmatrix zusammenfassen und Y durch die dynamischen 
Massenmatrizen Y]^^r{x) ersetzen miissen. Der chirale Index ist dabei stets wie bei den 
links davon stehenden Potentialen Aj^/r zu wahlen. Damit ( 5.142| ) ein lokales Linienintegral 
ist, miissen analog zu ( 2.203 ) die Gleichungen 



Ul^YlUrXr = XlUl^YlUr und entsprechend U^^YrUl Xl = XrU^^YrUl 

(2.204) 

gelten. 

Zum Abschlufi der Diskussion von Theore m ^.5.2| stellen wir einen Zusammenhang zum 
Diracoperator ( ^.149| ) und den Bedingungen ( U^M, ( P^) her genauer begriinden: Wir 
konnen den Diracoperator (2.200) in der Form ( |2.149D schreiben und setzen dazu 



= Xl4r + XR 4l 



Q9 



mxRUL\-E-i^)UL + mxLUji\-E + i<^)UR 



1/ •= 



Da die Potentiale C//y/j,H,<I' in Theorem 5.5.2| bel iebig sein konnen, sind die Bedingungen 

( p. 1461 ), (|2.148|) i.a. verletzt. Die Bedingung^2]l4|) folgt aus (l2.203|) . Fiir die Fermionkonfiguration 



'Dies kann man ganz analog wie in Ful3note|^ auf Seite |8^ verifizieren. 
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des Standardmodells ist Xi = 1, so daB ( 2.203 ) und ( 2.146 ) sogar aquivalent sind. Der 
erste Teil von Gleichung (|2.149 ) stimmt mit der Kommutatorbedingung ( 2.201]) iiberein. 
Bei Einsetzen von ( |2.202| ) in ( 2.204| ) erhalten wir 



XrB^Xr - xrXlB^ = 



und 



XlB^Xl - XlXrB^ 



also den zweiten Teil von Bedingung ( |2.14S|). Mit dem Ergebnis von Theorem 5.5.2| laBt 
sich also am Beispiel des Diracoperators ( p.20(]| ) explizit iiberpriifen, dafi die Bedingungen 
( p.l46| ), (2.148) notwendig und hinreichend sind, damit in der Storungsrechnung keine 
nichtlokalen Linienintegrale auftreten. Man sieht auch, warum der Ansatz ( ^.200| ) gerade 
in dieser Form sinnvoll ist. 

Wir kommen zu Theorem 5.5.3. Dort sind die Beitrage ~ rn? zu p, k aufgelistet, die 



ja in Theorem 5.5.2 nicht beriicksichtigt wurden. Damit die Rechnung nicht zu aufwendig 
wird, haben wir nur den Fall ohne chirale Asymmetrie behandelt, aufierdem hat der 
Diracoperator gegeniiber ( p.20C| ) die speziellere Form 

+ iXhURi^U^^) + ixrUU^U^^) - mE - ipm^ 

Diese Vereinfachungen sind aber unwesentlich, weil X^/r und die geordneten Exponentiale 

liber Aj^^r direkt in die Formel von Theorem |5.5.3| eingefiigt werden konnen. Die Lichtkegelentwicklung 

wurde bis zur Ordnung 0(^^) bzw. 0{^^) durchgefiihrt, dabei bezeichnet 0{^^) die Menge 

aller regularen Distributionen. In erster Ordnung in den chiralen Potentialen Ui/R{djU^^^) 

geht (|5.143| ) in den Eich-/Pseudoeichterm ( ^.27 ), ( 5.3^ ) iiber, die Summanden ( ^.146| ), 

( |5.147] ) liefern den Massenterm (|5.43| ). In erster Ordnung in fiihrt ( |5.143D auf die 

Massenverschiebung (^.63|) , die Beitrage ( ^.144|) un d (5.146), (5.147) liefern die Ableitungsterme 

(|]6|) bzw. dpI), ( 0^ . Der Summand(|T4|) tragt bei Storungsentwicklung erst ab 

zweiter Ordnung bei. 

Wir kommen zum Ende der Untersuchung endlicher Storungen und fassen die Ergebnisse 
noch einmal kurz zusammen: Wir haben eine Methode beschrieben, mit welcher der 
fermionische Projektor bei Storungen des Diracoperators nicht-perturbativ um den Lichtkegel 
entwickelt werden werden kann. Mit Theorem 5.5.2| und Theorem ^.5.3 wurden fiir alle 
Singularitaten bis zur Ordnung ©(Ind^^D) explizite Formeln im Ortsraum abgeleitet. 



Bei den Beitragen 



m 



haben wir sogar die Singularitat ~ ln(|^ |) exakt berechnet. 



Aufierdem lassen sich viele Ergebnisse der Storungsrechnung erster Ordnung unmittelbar 
durch Einfiigen von geordneten Exponentialen iiber die chiralen Potentiale auf endliche 
Storungen iibertragen. Schliefilich konnen wir von alien nicht berechneten Storungsbeitragen 
hoherer Ordnung die Starke der Singularitat auf dem Lichtkegel genau angeben. Damit 
haben wir geniigend Informationen iiber den wechselwirkenden fermionischen Projektor 
zusammengetragen, um mit der Untersuchung zusammengesetzter Ausdriicke in P{x, y) 
beginnen zu konnen. 
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Kapitel 3 

Produkte von Distributionen 



Im vorangehenden Kapitel 2 haben wir den fermionischen Projektor P{x, y) im Kontinuum 
eingefiihrt und das Verhalten dieser Distribution bei verschiedenen Storungen des Di- 
racoperators untersucht (wir lassen ab jetzt die Tilde "~" beim gestdrten fermionischen 
Projektor zur Einfachheit meist weg). Wenn man Gleichungen der Form ( 1.26| ), ( 1.28| ) 



auf naive Weise von der diskreten Raumzeit ins Kontinuum iibertragt, treten formale 
Distributionsprodukte 

{P{x,y)P{y,x)r , {P{x,y)P{y,x)y P{x,y) (3.1) 

auf. In diesem Kapitel wollen wir solchen Ausdriicken einen mathematischen Sinn geben. 



die Klammerschreibweise (. | .) 

Da sich die formalen Produkte ( |3.1| ) im Block- Index komponentenweise untersuchen lassen, 
konnen wir uns hier auf den Fall eines Blocks, also Spindimension 4, beschranken. Die 
Diracmatrizen lassen sich mit den iiblichen Rechenregeln vereinfachen. Um das Problem 
moglichst allgemein zu behandeln, arbeiten wir anstelle der Diracmatrizen mit Tensor- 
indizes, die spater durch Kontraktion miteinander verkniipft werden. Wir schreiben die 
einzelnen Storungsbeitrage zu P{x, y) also in der Form 

P{x,y) X (x,y) ■■■ ^(0 (3-2) 

mit glatten Funktionen fii---ip{x,y) (z.B. Linienintegralen iiber Strome oder Feldstarken) , 
Faktoren ii = yi — Xi und einer temperierten Distribution D{y — x). Da der fermionische 
Projektor gemafi ( p.l86| ) aus Diracseen ^{p—k) aufgebaut wird, besteht ( |3.2D immer aus der 
Differenz entsprechender Storungsbeitrage zu p und k. Bei Vergleich der Storungsrechnung 
flir p, k stellt man fest, dafi fiir -D(^) lediglich die Kombinationen 



1 - i7r6'ie)e{e) (3.3) 

^ + ^7^6{e)e{e) (3.4) 

H\e\) + i7reie)e{e) (3.5) 

fHiei) + i7ree{e)e{e) (3.6) 



auftreten, wobei und als Hauptwert bzw. Distributionsableitung des Hauptwertes 
definiert sind. Die Beitrage zu P{y,x) erhalt man durch komplexe Konjugation von ( |3.2| ), 
wobei sich jeweils das Vorzeichen des zweiten Summanden in (|3.3D bis (|3.6| ) umkehrt. 
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Zunachst fiihren wir fiir die einzelnen Beitrage zu P{x,y), P{y,x) eine einfache und 
zweckmafiige Notation ein: Wir gehen in den Impulsraum. Bei expliziter Berechnung der 
Fouriertransformierten stellt man fest, dai3 der Trager der Distributionen ( |3.3D bis ( |3.6| ) 
im oberen Massenkegel, also in der Menge {k \ k'^ > und k^ > 0}, liegt. Die komplex 
Konjugierten haben den Trager entsprechend im unteren Massenkegel. Die jeweils ersten 
Summanden von ( |3.3D bis (|3.6D , 

Inde^l) , e H\f\) , (3.7) 



^4 ' ^2 



besitzen als deren Realteil den Trager sowohl im oberen als auch im unteren Lichtkegel. 
Folglich konnen wir die Distributionen (|3.3D bis (^^) und ihre komplex Konjugierten 



durch Projektion von (3.7) auf die Zustande positiver bzw. negativer Energie darstellen, 
also beispielsweise 

^ ± - - no) = / ^^^^ ^ (/ 0( V) e--«-^)) 

Aus diesem Grund ist es mathematisch sinnvoll, als Kurzschreibweise fiir ( |3.3|) bis ( |3.6| ) 
die Ausdriicke ( |3.7D in die linke Seite einer Klammer (.|.) zu schreiben 



(r^ii) , (r^ii) , (inn)ii) , {eH\e\)\i) 

Bei komplexer Konjugation vertauschen wir den ersten und den zweiten Eintrag, also z.B. 
(ln(|^2|) I X) = (1 1 ln(|^2|^)_ Faktoren ij schreiben wir mit in die Klammer (.|.) hinein. 
Die einzelnen Beitrage zum fermionischen Projektor haben mit dieser Klammer notation 
also die Form 

P{x,y) X /n....,(x,y) •••6, /i(C')ll) (3.8) 
P(y,x) X h,...,{x,y) [l\i,,---i,^h{e)) , (3.9) 

dabei ist /i(^^) eine der Funktionen ( |3.7| ). 



Nach Definition liegt der Trager der Distributionen {h{^'^) \ 1), (1 | /i(C^)) im oberen 
bzw. unteren Massenkegel. Da die Multiplikation mit S,j im Impulsraum der partiellen 
Ableitung idpj entspricht, haben die Faktoren 

{Cn ■■■Cj,Ke)\l) (3.10) 
•••0,MC')) (3.11) 

in ( |3.8D , (|3.9D ebenfalls den Trager im oberen bzw. unteren Massenkegel. Diese Tatsache 
haben wir empirisch aus der Storungsrechnung erhalten. Man kann sich auch direkt iiberlegen, 
warum das so sein mufi: Ohne Wechselwirkung ist P{x,y) aus freien Diracseen, also 
Zustanden auf der unteren Massenschale, aufgebaut. Als Funktion von y hat P{x, y) 
also den Trager im oberen Massenkegel. Im gestorten Fall ist die Situation komplizierter, 
well die Zustande von P nicht mehr nur aus negativen Frequenzen bestehen. Im Beitrag 
( |3.8D der Storungsrechnung enthalt der Faktor fi^-.-ip klassische Potentiale oder Felder, 
der Faktor ( ^l0| ) ist dage gen von der Dynamik der Storung unabhangig. Im Grenzfall 
homogener, stationarer Storungen andern sich Impuls und Energie der Zustande von P 



beliebig wenig, so daf5 dann der Trager von ( |3.8D und damit auch allgemein von (3.10) im 
oberen Massenkegel liegt. 
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die Methode der variablen Regularisierung 



Bevor wir mit den mathematischen Konstruktionen beginnen, wollen wir das grundlegende 
Problem herausarbeiten und die verwendete Methode qualitativ beschreiben. Unsere Aufgabe 
besteht darin, auf sinnvolle Weise Produkte der Distributionen (|3.8| ), ( ^.S] ) zu definieren. 
Da die glatten Punktionen /ii-.-ip problemlos miteinander multipliziert werden konnen, 
lassen wir sie bei der folgenden Diskussion zur Einfachheit weg und beschranken uns auf 
die Distributionen ( |3lO| ), ( CT) - 

Wir betrachten zunachst die Situation im Impulsraum: Die Multiplikation im Ortsraum 
entspricht gemafi 



if9)ip) 



(2vr)4 



d'qi f d% 



{2ttY J (27r)4 
f{Q)s{p-Q) = 



if*g)ip) 



(3.12) 



einer Faltung im Impulsraum. Bei der Multiplikation zweier Distributionen ( 3.10 ) mit 



Trager im oberen Massenkegel mu6 man in ( 3.12 ) liber den nach oben geoffneten Massenkegel 
um den Ursprung mit dem nach unten geoffneten Massenkegel um p integrieren, also 



9 G [q^> 0, g° > O} n {{q-pf > 0, q^ - p^ < o} 



(3.13) 



Das Integrationsgebiet ist kompakt; das Integral laBt sich problemlos berechnen und ist 
endlich. Also konnen wir Distributionen vom Typ ( p. 10 ) und analog auch vom Typ ( 3.11| ) 
jeweils untereinander multiplizieren und erhalten als Ergebnis wieder eine Distribution. 
Beim Produkt ( 3.10D • ( |3.11 ) zweier Distributionen mit Trager im oberen und unteren 
Massenkegel erhalt man dagegen in ( ^.12 ) das Integral iiber den Schnitt zweier nach oben 
geoffneter Massenkegel, also 



f > 0, g° > O} n [{q-pf > 0, q° -p° > O} 



(3.14) 



Nun ist das Integrationsgebiet unbeschrankt, so dafi das Faltungsintegral i.a. divergiert. 
Die Multiplikation von ( 3.10 ) mit ( p.llj) fiihrt also auf Probleme. Da die beiden Faktoren 
fiir 7^ regulare Punktionen sind, konnen wir genauer sagen, dafi bei der Multiplikation 
Divergenzen auf dem Lichtkegel auftreten. 

Diese Divergenzen haben wir schon in der Einleitung angesprochen. Wie dort beschrieben 
wurde, miissen sie durch Regularisierung der Distributionen auf der Langenskala e beseitigt 
werden. In der Plancknaherung fiihrt man eine Entwicklung nach e durch und untersucht 
die einzelnen Polordnungen getrennt. Dieses Vorgehen ist nur dann sinnvoll, wenn die 
Endergebnisse unabhangig von der verwendeten Regularisierung sind. 

Die eigentliche Schwierigkeit liegt in der geforderten Unabhangigkeit von der Regularisierungsmethode. 
Auf den ersten Blick scheint dies ein ganz prinzipielles Problem zu sein. Die Regularisierung 
auf der Langenskala e bedeutet namlich im Impulsraum, dafi die Distribution fiir Impulse 
der Grofienordnung lir/e abgeandert wird, beispielsweise durch einen Cutoff. Da in das 
Paltungsintegral ( p. 12] ) im Pall ( |3.14 ) beliebig grofie Impulse q, q — p eingehen, ist zunachst 
nicht klar, warum es auf die spezielle Art der Regularisierung letztlich nicht ankommen 
sollte. Gliicklicherweise wird die Situation besser, wenn man beriicksichtigt, dafi die Divergenzen 
auf dem Lichtkegel auftreten: Wie ab Seite ^ beschrieben, ist fiir die Singularitat der 
Distribution P{x,y) auf dem Lichtkegel die Planke der Pouriertransformierten auf dem 
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Massenkegel verantwortlich. Genauer kommt es im Fall .^^ = lediglich auf die Zustande 
in einer Umgebung der 2-Ebene 

e(C) := {A; I = und kj = o} (3.15) 



an. In die Divergenz des Produktes ( |3.1C1| ) • (3.11) geht dann auch nur die Form der 



Regularisierung langs e(.^) ein; insbesondere ist das Verhalten der regularisierten Distributionen 
auBerhalb einer Umgebung des Massenkegels irrelevant. Darum konnen wir hoffen, dai3 die 
Divergenzen auf dem Lichtkegel von der Regularisierungsmethode weitgehend unabhangig 
sind. 

Diese anschauliche Vorstellung ist im Moment sehr vage und qualitativ. Um sie zu 
verifizieren und mathematisch zu prazisieren, mufi man eine moglichst allgemeine Klasse 
von Regularisierungen betracliten. Erst dann lafit sich die Abhangigkeit des Distributions- 
produktes von e und dem Regularisierungsverfahren genau untersuchen. Alle Aussagen, 
die unabhangig von der Regularisierungsmethode sind, konnen auf sinnvolle Weise in 
die Definition des Distributionsproduktes iibernommen werden. Alle Aussagen, in die 
das Regularisierungsverfahren eingeht, werden wir dagegen ignorieren. Wir nennen dieses 
Vorgehen Methode der variablen Regularisierung. 

Es stellt sich die Frage, was wir genau unter "moglichst allgemeine Klasse von Regularisierungen" 
verstehen wollen. Auf der einen Seite mufi die Klasse so grofi sein, dafi sich die Abhangigkeit 
des Produktes von der Regularisierung detailliert untersuchen lafit. Auf der anderen Seite 
soil sich der mathematische Aufwand in Grenzen halten. Als Kompromifi werden wir die 
Distributionen durch Faltung mit einer beliebigen rationalen Funktion r] regularisieren. 
Das ist technisch relativ einfach, trotzdem sollten sich damit alle wichtigen Effekte beschreiben 
lassen. Unsere Konstruktionen werden auf jeden Fall in dem Sinne kanonisch sein, dafi jede 
andere in sich konsistente Methode auf die gleichen Ergebnisse fiihrt. 

Wir wollen etwas konkreter werden. Nach Regularisierung auf der Langenskala e konnen 
wir die Distributionsprodukte ausfiihren und im schwachen Sinne untersuchen. Etwas 
vereinfacht erhalt man in einem speziellen Bezugssystem ^ = (t, x) ein Integral der Form 

-J'^ dtj dxg{t,x) f{t,x) ^ Mtl) , (3.16) 

eP J-oo jir3 ri 2r 

dabei ist g eine Testfunktion, A eine glatte Funktion, / ein zusammengesetzter Ausdruck 

in den Tensorfeldern fi^-.-ip in (13.81) , (l3.9|) und Se eine regularisierte 5-Distribution. Dieser 

Ausdruck ist als recht allgemeiner Ansatz fiir ein Integral, das fiir e — > auf dem Lichtkegel 

divergiert, auch direkt einsichtig. Wichtig ist, dafi A wesentlich von der Wahl der Regularisierungsfunktion 

r] abhangt. 

Bei der fiihrenden Singularitat ~ e~P konnen wir hoffen, dafi die Abhangigkeit von r/ 
letztlich keine Rolle spielt: die Gleichung ( p.l6| ) = liefert beispielsweise die lorentzinvariante 
Bedingung 

f{±\x\,x) = . (3.17) 

Fiir die schwacher singular en Beitrage ~ e^^+^ miissen die Funktionen in ( |3.16| ) um den 
Lichtkegel entwickelt werden. Dabei erhalt man zusammengesetzte Ausdriicke in g, f, A 
und deren partiellen Ableitungen, also z.B. anstelle von ( ^TtI) die Gleichung 



(VA + /5,A)|(^|,.|^,.) = 

In solchen Gleichungen kann die Funktion A nicht beseitigt werden, so dafi wir keine von 
der Regularisierungsmethode unabhangigen Bedingungen erhalten. Allgemein kann man 
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mit der Methode der variablen Regularisierung hochstens Aussagen iiber die fiihrende, 
nicht verschwindende Divergenz auf dem Lichtkegel gewinnen. 

Die Beschreibung der fiihrenden Singularitat mit ( 3.17] ) ist leider zu einfach. Tatsachlich 
werden namlich verschiedene Beitrage der Form ( 3. 161) mit unterschiedlichen Funktionen 
A auftreten. Diese Beitrage miissen modulo Divergenzen der Ordnung ~ e"^"'"^ ineinander 
umgeformt werden. Erst wenn die Beitrage genau die gleiche Form haben, lai3t sich gemafi 
( |3.17| ) die von der Regularisierung abhangige Funktion A herauskiirzen. Fiir diese Umformungen 
werden wir asymptotische Rechenregeln verwenden. In die Herleitung der asymptotischen 
Rechenregeln wird eine mathematisch strenge Fassung der Uberlegung an (|3.15| ) entscheidend 
eingehen. 

Wie gerade erwahnt, werden wir alle vom Regularisierungsverfahren abhangigen Beitrage 
einfach weglassen. Wir beschreiben abschliefiend, wie dieses Vorgehen bei unserer Vorstellung 
der diskreten Raumzeit zu verstehen ist: GemaB der Beschreibung in der Einleitung kann 
der fermionische Projektor P der diskreten Raumzeit als eine spezielle Regularisierung der 
Distribution P{x, y) auf der Skala der Planck-Lange angesehen werden. Leider konnen wir 
iiber die genaue Form von P keine Aussagen machen und sind deshalb auf die Methode der 
variablen Regularisierung angewiesen. Die Abhangigkeit gewisser Beitrage des Distributionsproduktes 
von der Regularisierungsmethode bedeutet, daB die Euler-Lagrange-Gleichungen auch 
Bedingungen an den fermionischen Projektor liefern, die sich nicht ins Kontinuum iibertragen 
lassen. Diese zusatzlichen Bedingungen konnen mit unseren Methoden nicht genauer analysiert 
werden. Sie konnen aber, wenn man will, mit den in Abschnitt L4 angesprochenen nichtlokalen 
Quantenbedingungen identifiziert und somit als Bestatigung fiir unseren Deutungsversuch 
der Feldquantisierung aufgefafit werden. 



3.1 Produkte im Distributionssinn 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir mit der Konstruktion beginnen. Zunachst wollen 
wir das Distributionsprodukt so weit wie moglich ohne Regularisierung ausfiihren. Dazu 
miissen wir in der Klammer (.|.) allgemeinere Funktionen zulassen: Wir definieren die 
rellen Distributionen 

e,V^..r'"ln^(le'l) (3.18) 

mit a G Z,/3 G INq analog zu als Hauptwertintegral. Die Fouriertransformierte 

von ( P^) hat den Tra ger im Massenkegel (also in der Menge {A; | fc^ > 0}), wie man durch 



eine direkte Rechnung verifizieren kann. Daher konnen wir die temperierten Distributionen 

• • • In^(ie'l)ll) (3.19) 

(iie,ve,,r'" in'^(ie'i)) (3.20) 



durch Projektion von (|3.18 ) auf die positiven bzw. negativen Energiezustande definieren. 



Der Realteil von ( |3.19| ), p.20 ) stimmt mit ( |3.18| ) iiberein, auf dem Lichtkegel kommt bei 



diesen Distributionen im allgemeinen ein singularer Beitrag hinzu. 

Nach Definition liegt der Trager von ( 3.19| ) im oberen Massenkegel. Nach unserer 



Uberlegung im Impulsraum konnen wir die Ausdriicke ( ^.19| ) durch Berechnung des Faltungsintegrals 
im Distributionssinne miteinander multipizieren. Dabei gilt 



(en • • • In^(le'l) I 1) • {^n ' ' ' In^dC'l) I 1^ 

= (^n Cn ■ ■ ■ C., In^^^'Wei) I l) , (3.21) 
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wie man explizit im Impulsraum verifizieren kann. Das Produkt der Distributionen ( 3.20| ) 
definieren wir analog, es gilt 



(l I en ■■■^i, ln^{\e\)) ■ (l I ' " " 0, C"' In^dC' 

= (l • • • ■ ■ ■ 0, r'("+^) ln('^+'^(|e'l)) • (3-22) 



Die Gleichungen ( p. 21 ), ( 3.22| ) lassen sich auch direkt einsehen: Aufierhalb des Lichtkegels 



sind die Gleichungen fiir den Realteil punktweise erfiillt. Aus der Faltungsvorschrift im 
Impulsraum folgt auBerdem, dafi der Trager der linken Seite, genau wie nach Definition 
der Trager der rechten Seite, im oberen bzw. unteren Massenkegel liegt. Deswegen stimmen 
auch der Imaginarteil und das singulare Verhalten auf dem Lichtkegel auf beiden Seiten 
iiberein. 



Mit den Rechenregeln (p.21|), ( p.22|) konnen wir in dem formalen Produkt (3.1) jeweils 



alle Faktoren ( 3.10| ) und ( |3.1l| ) im Distributionssinne ausmultiplizieren. AuBerdem fiihren 



wir das Produkt der glatten Funktionen fi^-.-i^^ in ( |3.8| ), (|3.9|) aus und erhalten einen 
formalen Ausdruck der Form 

/,,...,^(x,y) [H,{0\1) ■ (11^2(0) 



mit Hj{^) gemaB ( |3.18| ). In unseren Anwendungen wird immer nur eine der beiden Funktionen 
Hj den Faktor ln^(|^^|) enthalten. Wir konnen uns auf den Fall beschranken, daB dieser 
Faktor in der linken Seite der Klammer (.|.) steht 

/n-v(^'y) (Oi---e,,r'"in'3(ie2|)|i) • (iia,---6.r'^) , (3.23) 

den umgekehrten Fall erhalt man daraus durch komplexe Konjugation. Jetzt miissen wir 
nur noch zwei Distributionen miteinander multiplizieren, was das urspriingliche Problem 
deutlich vereinfacht. 

3.2 Regularisierung 

Wir fiihren nun die Regularisierung ein. Dazu betrachten wir eine reelle, rationale Funktion 
r? G C°°(IR^) mit 

7? = 1 , rj{—x) = ri{x) (3.24) 



und definieren fiir die Distributionen D gemafi (|3.19D , (|3.20D die C°°-Funktionen durch 
D%x) = {D*r]e){x) mit r]e{x) = e~'^r]{x/e) . (3.25) 



Die Funktion r] soil im Unendlichen so stark abfallen, daB das Faltungsintegral (|3.25| ) 
existiert. Dabei ist ein geeigneter polynomialer Abfall ausreichend, well D wegen ( |3.19| ), 
( |3.20| ) im Unendlichen nur polynomial ansteigt (die fiir uns interessanten Distributionen 
fallen sogar im Unendlichen ab, so daB bereits ( p. 241) die Existenz von ( 3.25]) impliziert). 



Die Rationalitat von rj ist eine technische Bedingung, die es uns spater ermoglichen wird, 
mit dem Residuensatz zu arbeiten. 

Als Beispiel kann man fiir rj das Produkt regularisierter (5-Distributionen 
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oder auch eine "rotationssymmetrische" Funktion 

'^"^ = ( ORF^ " ORF^) \\xf = h-'\' (3-27) 

wahlen. Fiir rj sind auch Funktionen zulassig, die aus ( |3.26| ), ( |3.27| ) durch Lorentztransformation 
hervorgehen, auBerdem kann man allgemeinere (z.B. auch oszihierende) rationale Funktionen 
fiir r] verwenden. 

Nach Regularisierung der beiden Distributionen konnen wir das formale Produkt in 
( |3.23| ) ausfiihren, wir verwenden fiir das Ergebnis die Schreibweise 

fn-i,{x,y) In^(le'l) I 61 •••6. r'^y . (3.28) 

3.3 Verkniipfung der Tensorindizes 

Bei der bisherigen Konstruktion haben wir die Faktoren in der linken und rechten 
Seite der Klammer (.|.) immer sorgfaltig voneinander getrennt. Andererseits haben wir die 
ebenfahs glatten Funktionen fi^-.-ip einfach miteinander multipliziert und vor die Klammer 
(.|.) geschrieben. Wir wollen dieses Vorgehen nachtraglich begriinden: Ganz ahgemein 
konnen Multiplikation und Regularisierung nicht miteinander vertauscht werden; fiir g £ 
C°°(IR'^ X IR^) und Hj gemai3 hat man also 

f{x,y) (H, I H^r + ifix,y) H, \ H^f + (Fi | R^f ■ (3-29) 



Wie wir an ( 3.16| ) iiberlegt haben, konnen wir nur die fiihrende Singularitat auf dem 



Lichtkegel sinnvoll beschreiben. Es ist nach ( 3.17| ) einsichtig, dai3 dabei ledighch der 



Funktionswert von /(x, y) auf dem Lichtkegel eingeht (dies werden wir noch genauer an der 
Konstruktion sehen). Als Folge spielt es keine Rohe, ob und wie wir / regularisieren, so daB 
die Unterschiede in ( 3.29| ) verschwinden. Darum brauchten wir mit den Funktionen fi^-.-i^ 
nicht sorgfaltig umzugehen. Bei den Faktoren mufi man mehr aufpassen. In Ausdriicken 
der Form 

{i, e H, I , (0 H, I e h^y , [h^ \ o e h^y (3.30) 

tragt namhch die hochste Ordnung in 1/e nicht bei, weil der Faktor auf dem Lichtkegel 
verschwindet. In diesem Fall konnen wir Aussagen iiber die nachstniedrigere Ordnung in 
l/e machen. Dabei kommt es entscheidend darauf an, wie die Faktoren innerhalb der 
Klammer (.|.) angeordnet sind. 

Wir sehen an dieser Uberlegung, daB nur diejenigen Faktoren sauber behandelt 
werden miissen, die mit anderen kontrahiert werden. Wir nennen diese Faktoren innere 



Faktoren. Die Kontraktion der in ( 3.2g| ) mit der Funktion fi^...ip{x,y) ist dagegen 



unproblematisch, wir konnen diese dujieren Faktoren mit dem Vorfaktor fii---ip{x, y) zusammenfassen. 

Bei der Kontraktion zweier innerer Faktoren in der linken Seite der Klammer (.|.) 
konnen wir ( |3.19 ) im Distributionssinne umformen 



(0 e r'" in^(ie'i) 1 1) = (en-v r'"+' in^(ie'i) 1 1) (3.31) 

und erhalten nach Regularisierung und Multiplikation die Regel 



6, r'°+' in^(ie'i)ie..---a. r'^ 
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-27+2^ ^ 



Analog gilt 

= (Cii---6,r'" in^(ie'i)i6.---6.r 

Durch Anwendung dieser Rechenregeln und Herausnehmen der auBeren Faktoren konnen 
wir ( 3.28 ) in der Form 

•••e (e,ve,,r'" in^i\e\)\e---e^r''y (3.32) 

umschreiben. Wir werden diesen Ausdruck im schwachen Sinne untersuchen, also fiir eine 
Testfunktion h und festes x das Verhalten des Integrals 



A h{y) (x,y) • • - e {^n ' " " Op C"'" In^d^'l) I ^ • • -^^'^ T'^) 



e 



im Limes e — > studieren. Um die Notation zu vereinfachen, betrachten wir den Tensor 
fii---ig komponentenweise und fassen den aui3eren Faktor mit der Testfunktion zusammen, 

= / d^y 9{y) • • • e,, r'" in^(ic'i) i ■ ■ ■ r'^)' (3.33) 

uiiig = hh,...i^...i^e'---e' ■ (3.34) 

Wir wollen unser Vorgehen kurz erlautern: Die Unterscheidung zwischen inneren und 
auBeren Faktoren ist nicht eindeutig; man kann innere Faktoren nach 

g{y) (0 ^1 I e H2) = g{y) Qij (e Hi I e H2) (3.35) 

audi als aufiere Faktoren auffassen, wenn man die Metrik mit dem Vorfaktor zusammenfaBt. 
Dadurch geht aber Information verloren. Wenn wir annehmen, dafi {Hi \ H2) zur fiihrenden 
Ordnung ~ e^'^ beitragt, konnen wir namlich auf der rechten Seite von ( |3.35| ) nur aussagen, 
daB der Beitrag dieser Ordnung verschwindet; auf der linken Seite konnen wir zusatzlich 
den Beitrag ~ e"^"'"^ berechnen. Nach der Methode der variablen Regularisierung miissen 
wir moglichst viele der als innere Faktoren schreiben. Auch bei einer Antisymmetrisierung 
der ist deren Lage innerhalb der Klammer (.|.) wichtig. Befinden sich die Faktoren auf 
der gleichen Seite der Klammer, so verschwindet der regularisierte Ausdruck exakt, also 
z.B. 

(e. Hi I a'^ = e'^'^' (6 6 Hi \ H2Y = 

Wenn die Faktoren auf verschiedenen Seiten der Klammer angeordnet sind, beispielsweise 
wie in 

(e. Hi I H2r , e^^^' Hi I ii H2r , (r hi I e ^2)' , (3.36) 

wissen wir zunachst nur, daB die hochste Ordnung in 1/e verschwindet. An Rechnungen 
in speziellen Regularisierungen sieht man, daB die Beitrage niedrigerer Ordnung nicht 
verschwinden, aber wesentlich vom Regularisierungsverfahren abhangen. Wir werden sie 
gemaB der Methode der variablen Regularisierung ignorieren. 
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Im nachsten Schritt beseitigen wir in ( 3.33 ) alle inneren Faktoren: Zunachst schreiben 
wir die Faktoren des unregularisierten linken Klammerfaktors als partielle Ableitungen 
um, genaueiQ 

(e,ve,,r'° in(ie'i)ii) = 9,,..,, 1 1) 

+ H 9j^ii)M2) dj,(,3r-Mp) (^2(e^) I 1) 

+ H *.(i)M2) 5i,(3)M4)^M5)---Mp) (^3(e^) I 1) + ••• (3.37) 

<7G<S(p) 

mit geeigneten Funktionen Kj der Form ^^^a ln^(|^2|^^ j-j^^ partielle Ableitungen mit 
Faltungen vertauschen, gilt ( 3.37| ) auch nach der Regularisierung, wenn man die Klammern 
(.|.) durch (.|.)^ ersetzt. Wir behandeln die Distribution (1|^-^^ • • • ^■Jp^~27) genauso, setzen 
die erhaltenen Formeln in ( |3.33| ) ein und multiplizieren die Summen aus. Die Faktoren gij 
fiihren dabei auf D-Operatoren, die jeweils auf eine der regularisierten Distributionen 
wirken. Wir konnen diese Operatoren mit der Regularisierung vertauschen und direkt 
ausfiihren. Jeder der sich ergebenden Summanden hat dann die Form 

9{y) %-,,(i^i(e') I 1)^ • d^" -'"{l I mew ■ (3.38) 

Nach iterativer Anwendung der Greenschen Formel 

d^y g[y) dja{y) m = i / ^ 5 (□(«/?)-(□«) /3 - a (□/?)) 



d^y {{Ug) aO-g (□«) /? - 5 « (n/?)) (3.39) 



verschwinden alle Tensor indizes. Wir konnen die D-Operatoren bei Anwendung auf die 
regularisierten Distributionen wieder explizit berechnen und erhalten schlieBlich fiir die 
einzelnen Beitrage des Distributionsproduktes Ausdriicke der Form 

A' := I d^ygiy) (r'" In^(ie'l) I T'^)' (3-40) 

mit geeigneten Testfunktionen g. 

Dieses Verfahren zur Behandlung der inneren Faktoren wirkt im Moment relativ unhandlich, 
wir werden damit aber in Abschnitt 3.5 einfache asymptotische Rechenregeln ableiten. 

^Im konkreten Fall kann man diese Umformung einfach berechnen, wir betrachten als Beispiel die 
Distribution 



e-0 7^|l 



Man hat 



1 



= 8 (e.C.^ 111-23., (^|1 



und somit 
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3.4 Asymptotische Entwicklung 



Das verbleibende Problem besteht darin, das Integral ( 3.40| ) im Grenzfall e ^ zu 
untersuchen. Dieses Integral hat eine so einfache Form, dafi wir nun mit expliziten Rechnungen 
beginnen konnen. Da wir in diesem Abschnitt nur Funktionen einer Variablen betrachten, 
verwenden wir zur einfacheren Notation ^ nicht und arbeiten mit x, y als freien, unabhangigen 
Variablen. 

Zunachst wahlen wir ein spezielles Bezugssystem {t,x), r = \x\ und schreiben die 



Distributionen (x'^" In'^dx^l) | 1), (1 
(ln(|x2|) I 1) haben wir die Relationen 



mit Konturintegralen um: Fiir {x \ 1) 



1 



(indx^l 



(/) 
l) (/) 



lim 

<5^0 

lim 

<5^0 



dx 



]R3 



IR3 



dx 



oo 

dt — 

-oo v*- 
oo 

dt 



r — i5){t + r — i5) 



f{t,x) (3.41) 



X (ln(t -r -i6) + ln{t + r - i5) + m) f{t, x) 



(3.42) 



wie man an (3^), ( |3.5D sowie dem Verhalten der Pole und des Logarithmus in der komplexen 
i-Ebene direkt sieht. In ( |3.42| ) haben wir die komplexe Ebene langs der beiden Strahlen 
{Re t = ibr, Im t > 6} geschlitzt, damit der Logarithmus eindeutig ist. Die Distribution 



[X 



-2a 



In^dx^l) I 1) lafit sich durch Multiphkation aus (|3.41| ), (|3.42|) und der Funktion 



aufbauen. Deswegen ist einsichtig, daB die Gleichung 

(ln(t -r -i6) + ln{t + r - iS) + ivr)^ 



In^dx^l) 



lim 



{t-r - i6Y {t + r- i5Y 



giltQ. Durch komplexe Konjugation erhalt man 



(l I 



lim — 

<5^0 {t 



r + i5)^ {t + r + iSy 



(3.43) 



(3.44) 



An der Darstellung ( [3.43]) , ( |3.44| ) kann man direkt ablesen, dafi der Trager dieser Distributionen 
im oberen bzw. unteren Massenkegel liegt: In (3.43) beispielsweise liegen die Pole in der 
oberen Halbebene. Bei Fouriertransformation 



D{uj,p) 



dx e 



-ip X 



t;\ „iujt 



dt D{t, x) e 



konnen wir fiir a; < das t-Integral in der unteren Halbebene schliefien und erhalten null. 
Damit ist ( ^l3|) nur aus positiven Frequenzen aufgebaut. 

^Um ( |j.43| ) sauber herzuleiten, kann man sich allgemein iiberlegen, dafi fiir das Distributionsprodukt 
auch das Produkt der regularisierten Distributionen gebildet und anschliefiend die Regularisierung entfernt 
werden kann. Die Regularisierung zweier Distributionen D\,D2 mit Trager im oberen Massenkegel 
entspricht im Impulsraum der Multiplikation mit -qs. Im Grenzfall 5-^0 konvergiert _D| lokal gleichmafiig 
gegen Dj. Da das Integrationsgebiet von (3.12) nach (3.13) kompakt ist, konvergiert das Integral (3.43) 
punktweise 



Da diese Konvergenz lokal gleichmafiig in p ist, konvergiert * sogar im Distributionssinnne. Es folgt 

_Di ■ Da = lim Df 
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Wir betrachten nun die rationale Funktion r]{.,x) fiir festes x: Den Grad des Nenners 
von r] bezeichnen wir mit K. Wir konnen annehmen, daB der Nenner nur einfache Nullstellen 
besitzt, den allgemeinen Fall erhalt man daraus im Grenzfall, daB sich mehrere Nullstellen 
beliebig nahe kommen. Da rj eine glatte Funktion ist, konnen diese Nullstellen nicht reell 
sein. Aus rj = r] folgt, dafi mit z auch z eine Nullstelle des Nenners ist. Damit erhalten wir 
fiir 77 eine Partialbruchzerlegung der Form 

rj{t,x) =Re (-^2 T^^l , Im > 

V^^^i t-Zk{x)J 

mit komplexen Koeffizienten Ck, die auch verschwinden konnen. Fiir ergibt sich 

ri(t x) - ^ ^ V "''^^'^ f3 45) 

^'^'""''iTrie^^^t-ezkis-^x) t - ez^:{e-^ x) ' ^ ' 

Jetzt konnen wir die Faltung ( p.43| ) mit dem Residuensatz berechnen: wir schlieBen das 
t-Integral nach oben und erhalten mit den Bezeichungen y = (y*^, y), i = —t, r = \y — x\ 

°° 1 (ln(t -r -i6)+ ln{i + f - iS) + ittY 

-oo (t-ezk) {i-f-i5Y{t + f-i5Y 

1 /• ,^ , -1 ^ , (ln(j/° -r- ezk) + ln(j/° + f- ezk) + ivr)^ 
= ^ / ax y Okie xi) — , (3.46) 

dabei wurde die Abhangigkeit z^ = Zk{s^^ x) nicht ausgeschrieben. Entsprechend hat man 

f 1 I y-^A = ^ dxY ci{e-^ x) z ^-n\ — : ^ • (3.47) 



Wir setzen in (3.40) ein und erhalten nach Umskalierung von xi,X2 die Gleichung 

K 



= / dx dxi / dx2 Ck{xi) ci{x2) / dtg{t,x) 
JjR^ JIR^ JIR^ fj^-^ J-00 

{\u{t - fi - ezfc) + ln(t + fi - ezfc) + i-nY 



" (i - n - ezfc)" (t + n - ezkY {t - ^2 - £z!p {t + h - ezjp ^^"^^^ 

mit Zfc = 2;fc(xi), zi = zi{x2), fi = \x — exi|, f2 = \x — £X2\. Die komplexe i-Ebene 
ist jetzt auf den Strahlen {t = itfi + ezk + i\ ; < A S IR} geschlitzt, die Pole von 
(t lb fi — £Zk)~°' und (t lb f2 — £Zk)~^ liegen in der oberen bzw. unteren Halbebene. Wir 
konnen das t-Integral in ( ^.48 ) nicht direkt mit dem Residuensatz ausfiihren, weil wir die 



Pole der Funktion g{.,x) in der komplexen Ebene nicht kennen. 



Im Grenzfall e ^ treten in ( 3.48 ) auf dem Lichtkegel Singularitaten auf. 



3.4.1 Die Singularitaten auf dem Lichtkegel 

Wir untersuchen zunachst die Singularitaten auf dem Lichtkegel und nehmen dazu an, 
dafi g in einer Umgebung des Ursprungs verschwindet. Bei dem vereinfachten Integral 

°° In^(t-fi-ezfc) 



00 {t-h- ezkY {t-f2- eziY 
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konnen wir den Integrationsweg nach unten schliefien und erhalten 

1 / dy-^ fln'^{t-fi-ezk)\ 



-2TTi 



(7-1)! UtJ V (t-n-ezk)^ 



t=f2+ezi 



also einen Pol der Ordnung In'^(e) e~"~"'~^^. In dem t-Integral in ( 3.48| ) treten zusatzlich 
Punktionen auf, die bei t = r nicht singular sind. Fiir den fiihrenden Beitrag in 1/e konnen 
wir diese Funktionen durch ihren Funktionswert bei t = r ersetzen. Wir behandeln die 
Singularitaten bei t = —r auf die gleiche Weise und erhalten 

A"" = O fln^(e) £-"-^+2) _ 27ri / dx f dxi f dx2 Y Cfc(xi) q(x2) 

^ ^ JIR3 JIR3 J]R3 ,^ , 



g{r, x) 1 f dy^f (ln(T) + ln(2r) + ivr)^ ^ 



(2r)"+'r (7-1)! \dT 



k,l=l 



\T=r2-ri+ezi-ezk 



\ / \r=ri-r2+ezk-ezi ^ 



(_2r)"+7 (7 - 1)! \dT 



In diese Gleichung geht tatsachlich nur der Funktionswert von g auf dem Lichtkegel ein. 
Wir setzen die Entwicklung 

^2 — fi = - <x , X2 — xi> + 0(e^) 
r 

ein. Falls e klein genug ist, konnen wir die Integration iiber xi,X2 sowie die Summe liber 
k, I ausfiihren und erhalten 

+ 1 0{ln^-He)e—^-^) fiir > 
\ O fur /? = 

mit geeigneten Funktionen Aj = Aj{ck, Zk, x). Aus einem Skalierungsargument und der 
Relation r]{—x) = rj{x) erhalt man 

Aj(Ax) = Aj(f) fur A>0 (3.51) 
Ai(-f) = A2(x) , (3.52) 

aufierdem ist Aj[x) 7^ 0. Detailliertere Aussagen konnen wir iiber die Aj nicht machen, 
well diese Funktionen wesentlich von der Regularisierungsfunktion rj abhangen. 

3.4.2 Entwicklung nach 1 

Dieser Abschnitt ist noch nicht vollstandig ausgearbeitet. Er wird aber auch erst in 
Abschnitt 4.5 referiert. 
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3.5 Asymptotische Rechenregeln 

Mit den bisherigen Konstruktionen haben wir fiir Produkte von Distributionen der Form 



( |3.8|) , (3.9) die Singularitat auf dem Lichtkegel untersucht. Wir konnen die fiihrende 
Singularitat mit Gleichung ( 3.49| ) beschreiben und haben die zugehorige Polordnung ~ 
^-p g bestimmt. Leider hat der Ausdruck ( 3.49 ) fiir verschiedene Distributionsprodukte 
selbst bei gleicher Polordnung eine unterschiedliche Form, man vergleiche z.B. 



(or' H\e\)wc 



ir'ir' H\e\)) 



Um solche Distributionsprodukte miteinander in Beziehung setzen zu konnen, miissen die 
Integralausdriicke (3.49) mit asymptotischen Rechenregeln umgeformt werden. 

Wir verwenden oft die Abkiirzung z = Diese Schreibweise ist giinstig, weil in der 
Variablen z "partiell integriert" werden kann: 

Lemma 3.5.1 Fiir 7 > 1 gilt 



-7+1 



7 

+0(ln^(e) £-"-^+2) . 
Beweis: Fiir die komplexen Vierervektoren 

r = (Mr + f2-ri+ezi- ezk, x) 

gilt 

il = ±2r {r2 - h + ezl - ezk) + 0{e^) 
Wir konnen Gleichung ( ^.49|) in der Form 



(3.53) 



A' 



e) e 



O (ln^( 
{ g{r,x 



-Q-7+2 



K 

27ri I dx I dxi / dx2 ^ Cjt(xi) q(x2) 



1 



2r (7 - 1)! \dz 
g{-r,x) 1 



dy-\ 

Tz 



2r (7 - 1)! \dz 



In^(z) 

d 



In^(z)' 



(2-" In^(z)) 



(3.54) 



umschreiben, dabei ist ln{z) durch ln(^^) = ln(^'' + |0) + ln(^'' ~ I'^l) + definiert, die 
komplexe ^'^-Ebene ist wieder auf zwei Strahlen nach oben geschlitzt. Fiir die Divergenz 
auf dem Lichtkegel folgt die Behauptung mit der Umformung 



1 



d 



(7-1)! \dz 



7-1 



ln^(|z|) 



1 



(7-1) (7-2)! Uz 



dV-^ d 



dz 



\n^{\z\) 



□ 



Wir wollen nun unsere Behandlung der inneren Faktoren mit der Greenschen Formel, 
( |3.39| ), in eine einfachere Form bringen und beginnen dazu mit zwei inneren Faktoren. 



107 



Satz 3.5.2 Fiir 7 > 1 gilt 
i Id 



^ygiy) {(2"°+^ in^d^l) I ^~^)' + (^'" in'^lkl) I ■2"^'*'^)'} 

+0(ln^(e) £-"-7+3) . (3.55) 

Beweis: Wir setzen /(z) = z-" ln^(|z|) und bezeichnen die Stammfunktion von / mit F. 
Nach ( p. 39 ) haben wir 



4(7 



1 



8(7 - 1) 



d% \{ng) (f I z-T+M' - g (of I z-^+i)' -g(F\ az-^+^ 



(3.56) 



Wir wenden jetzt die asymptotische Entwicklung (3.49) an. Der erste Summand des 
Integranden in ( |3.56| ) fiihrt auf eine Singularitat der Ordnung In^(e) £-<^-7+3 
vernachlassigbar. Wir rechnen ab jetzt modulo Terme der in der Behauptung angegebenen 
Ordnung in 1/e. Damit erhalten wir 



1 



8(7 - 1) 

und nach Einsetzen der Relationen 



OF I z' 



-7+1 



+ 



8(7 



az 



-7+1 



OF 



dz'^ dz 



F 



4(7-l)(7-2)z-^ 
sowie Anwendung von Lemma 3.5.1| 



r'" in^(icl) I e i 



■3 e-27 



1 



1 



2(7 - 1) 



d ^ ^ 

i- z f I 
dz 



8(7-1) 
1 



(4.- + 8)/|.-^« 



+ 



7 



+ 



2(7 - 1) 



-7+1 



+ 



2(7 - 1) \dz 



-F I ' 



□ 



Das Ergebnis dieses Satzes kann man sich leicht merken. Wir konnen danach den inneren 
Faktor zur Halfte auf die linke und rechte Seite der Klammer (.|.) schreiben, also formal 



1 



(3.57) 



Rechnungen in einer speziellen Regularisierung deuten darauf hin, dafi diese Regel audi 
dann angewendet werden kann, wenn man in (3.57) beliebige Funktionen der Form ( 3.18| ) 
einsetzt. Damit sollte man mit (3.57) durch Iteration unmittelbar den Fall beliebig vieler 
innerer Faktoren behandeln konnen, genauer 



21 



E 

i=i 



Fiir unsere Zwecke geniigt es, diese Gleichung fiir vier innere Faktoren zu beweisen: 
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Satz 3.5.3 Fiir 7 > 2 gilt 



= \j dSgiy) {(^-"+' In'^(l^l) I z-'Y + 2 ln^(|z|) 
+C'(ln''(e) £-"-7+4) 



-7+1 



(3.58) 



Beweis: Wir verwenden die gleiche Methode wie beim Beweis von Satz |3.5.2 , nur ist die 
Rechnung jetzt etwas aufwendiger. Wir setzen wieder f(z) = z^"' ln'^(|z|); F sei nun eine 
Funktion mit F" = f. 

Das Umschreiben der inneren Faktoren in partielle Ableitungen gemai3 ( |3.37D liefert 

Ckf = \ djkF - ^ gjk F' 



6- z~ 



1 



djkz 



-7+2 



4(7-l)(7-2) 
und unter Verwendung der Relationen 

□F = Azf + 8F' 



+ 



2(7-1; 



9jk 



-7+1 



Oz 



-7+2 



4(7-2)(7-3) z-^+i 



schlieiSlich 

6 / 1 e e 



k ^-7 



1 



16(7-l)(7-2) 



7-3 



2(7 



-7+1 



+ 



2(7 



^ (z/|z-^+i)'(3.59) 



Wir formen jetzt die ersten beiden Summanden weiter um, dabei lassen wir alle Terme 
der in der Behauptung angegebenen Ordnung weg. 

Bei dem ersten Summanden in (3.59) konnen wir rekursiv zweimal gemai3 ( p. 391 ) partiell 
integrieren. Die Summanden, die Og enthalten, sind genau wie in Satz 3.5.2| von niedrigerer 
Ordnung und konnen vernachlassigt werden. Damit haben wir 



{djkF I 



^ 'a^F I z-^+'Y +- (aF\ az-^+'Y +1 (f\ a^z-''+^'" 



4 ( — ^ — ^^1^""^') + 8(7-2)(7-3)(^zF 



dz"^ dz"^ 
+ 4(7-l)(7-2)2(7-3) {F\z~'<) 

72 N ^ 



.-7+1 



+ 



+ 8 (7 - 2)(7 - 3) (z / I z-^+^y + 16 (7 - 2)(7 - 3) (f' \ z^^+^y 
+ 4(7-l)(7-2)2(7-3)(F|z-^)^ 
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Wir formen mit Hilfe von Lemma 3.5.1 weiter um und erhalten 

= 4 (7 - 1)(7 - 2) [z^f I z-^y + 8 (7 - 2)2 (z / I z'^+i)' 



+ 4 (72 - 7 + 4) (/ 



-7+2 



Aufierdem haben wir 
7-3 



-7+1 



-27 + 6 



(/ 



'7+2 



2(7-1) V ' J 2(7-l)(7-2) 

Bei Einsetzen von ( |3.60| ), ( |3.61 ) in ( p.59| ) folgt die Behauptung. 



(3.60) 



(3.61) 



□ 



3.6 Zusammenstellung 



Zur besseren Ubersicht wollen wir unsere Konstruktion und die abgeleiteten Rechenregeln 
mit einer etwas kompakteren Schreibweise zusammenfassen. 

Wir haben zunachst im formalen Produkt (|3.1|) moglichst viele Faktoren im Distributionssinne 
ausmultipliziert und Ausdriicke der Form (|3.23D erhalten. Mit der Abkiirzung z = ^'^ 
schreiben wir fiir das Produkt der beiden Distributionen auch einfach 



(e.v^., In^(kl) z-^) 



(3.62) 



Falls in ( 3.62 ) der Eintrag auf der rechten oder linken Seite der Klammer gleich 1 ist, 



konnen wir (3.62) als eine Distribution mit Trager im oberen bzw. unteren Massenkegel 
definieren. Auch im allgemeinen Fall untersuchen wir ( |3.62 ) im schwachen Sinne; der 
Ausdruck erhalt dann aber erst nach Regularisierung und asymptotischer Entwicklung 
einen mathematischen Sinn. 

Nach Definition der Distributionen ( p.l9| ), ( p. 20)) und gemafi ( p. 21 ), (3.22) haben wir 
die Rechenregeln 



{Hi I H2) 
{Hi I H2) ■ (F3 I Hi) 



{H2 I Hi) 

{Hi H3 I H2 H4) 



(3.63) 
(3.64) 



Mit Hilfe von ( p.63| ) lassen sich alle Ergebnisse unmittelbar auf den Fall erweitern, daB 
der Faktor ln^(|2:|) in ( |3.62| ) in der rechten Seite der Klammer (.|.) steht. Bei Kontraktion 
der Tensorindizes konnen wir gemafi ( |3.31| ) die Umformungen 

(3.65) 
(3.66) 

(3.67) 



= {.\z.) 

anwenden und damit die Distributionsprodukte in die Form 



fil- 



■tf-ls---lk 



■e'Cn--<j,z~'' in^{\z\)\e''''---e' ^---e^ 



bringen. Wir haben im Gegensatz zur Konstruktion in Abschnitt 3^ die aufieren Faktoren 
innerhalb der Klammer (.|.) stehen gelassen, um zu betonen, dafi das Zusammenfassen 
dieser mit dem Vorfaktor erst durch die asymptotische Entwicklung gerechtfertigt wird. 



110 



Alle bisherigen Rechenregeln folgen entweder unmittelbar aus einer Definition oder sind 
Umformungen im Distributionssinne. 

Fiir unsere Zwecke geniigt es, den Fall p < 2 zu betrachten. Bei Regularisierung 
und asymptotischer Entwicklung von ( p.67D treten auf dem Lichtkegel Singularitaten der 
Ordnung 

In^(e) (3.68) 
auf. Wir konnen die divergenten Terme mit Hilfe von Gleichung ( ^.49 ) bis zur Ordnung 

0(ln^(e) e-"-7+P+2) (3.69) 



beschreiben. Uber die genaue Form der Beitrage in ( 3.49 ) konnen wir keine Aussagen 
machen, weil darin die Regularisierungsfunktion tj eingeht. Die Bedeutung dieser Gleichung 
liegt darin, dafi damit die Distributionsprodukte modulo Terme der Ordnung ( ^.691) umgeformt 
werden konnen. Mit der Schreibweise "~" fiir "aquivalent bis auf Terme der Ordnung 
( |3.69| )" haben wir die asymptotischen Rechenregeln 



. (3.71) 

■) ^ \ {z.\.) + \{.\z.) (3.72) 

hergeleitet. Mit diesen Regeln konnen wir alle Tensorindizes aus der Klammer (.|.) beseitigen 
und erhalten fiir die Beitrage der Storungsrechnung Ausdriicke der Form 

/.,...,....,(x,y)r •••e (z-" ln^(|z|) I z-^) 

Wir beschreiben abschlief^end schematisch, wie die Euler-Lagrange-Gleichungen mit 
den asymptotischen Rechenregeln in sinnvolle Bedingungen an die Tensorfelder fi^-.-i,, 
umgeschrieben werden konnen: Mit Gleichung ( p. 71 ) konnen alle Distributionsprodukte, 
die das gleiche Divergenzverhalten in 1/e zeigen, in eine der beiden Normalformen 

(^-^ ln^(|z|) I z-i) , (z-i I In/^dzl)) 

gebracht werden. Damit gehen die Euler-Lagrange-Gleichungen in fiihrender Ordnung in 
1/e in Gleichungen der Form 

/.,....,....,(x,y)r^...r= \nP{\z\)\z-') 

+ 5,,..i....j,(x,y) e •••e [z-^ I \nP{\z\)) = 
liber. Wir werden uns im Einzelfall iiberlegen, dafi daraus die Bedingung 

folgt. Auf diese Weise fallt die Abhangigkeit von der Regularisierung letztlich heraus. 
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Kapitel 4 

Der Weg zum Modell 



In Kapitel § haben wir den fermionischen Projektor P eingefiihrt und genauer untersucht. 
Zunachst wurde der freie Projektor aufgebaut. AnschlieBend haben wir durch Storungen 
des Diracoperators kollektive Anregungen der Fermionen beschrieben, die Storungen durch 
Eich- und Gravitationsfelder waren dabei ein Spezialfall. 

Uber die Struktur der Wechselwirkung haben wir in Kapitel |2| noch keine Aussage 
gemacht. Die Storung des Diracoperators konnte beliebig sein; wir haben allgemein mathematisch 
studiert, wie sich P bei diesen Storungen verhalt. Wir haben aber nicht spezifiziert, welche 
dieser Storungen tatsachlich auftreten diirfen. Insbesondere sind die folgenden Punkte noch 
unbestimmt: 

• Durch welche bosonischen Felder kann die Dynamik des Systems beschrieben werden? 

• Mit welchen Eichgruppen lassen sich diese bosonischen Felder beschreiben? 

• Welchen Gleichungen geniigen die bosonischen Felder, wie koppeln sie an die Fermionen 
an? 

Zur Beschreibung der Dynamik miissen wir folglich zusatzliche Gleichungen aufstellen, 
die wir die Gleichungen der diskreten Raumzeit nennen. Da wir nur den fermionischen 
Projektor P und die Projektoren der diskreten Raumzeit-Punkte x £ M als fundamentale 
physikalische Objekte ansehen, miissen diese Gleichungen mit P, Ex formuliert werden. 

In diesem Kapitel wollen wir konkreter auf die Form dieser Gleichungen eingehen. Wir 
werden fiir verschiedene Konfigurationen des fermionischen Projektors mogliche Gleichungen 
diskutieren und auf diese Weise schrittweise Gleichungen ableiten, die ein realistisches 
physikalisches Modell beschreiben konnten. Diese Gleichungen bilden dann den Ausgangspunkt 
von Kapitel 5 (das noch nicht getippt ist) und werden dort systematisch untersucht. 

Bei der Suche nach "sinnvollen" Gleichungen lassen wir uns von der Forderung leiten, 
daB die Gleichungen der diskreten Raumzeit im Kontinuumslimes in bekannte klassische 
Feldgleichungen iibergehen sollen. Insbesondere werden wir versuchen, die Wechselwirkungen 
des Standardmodells sowie das Gravitationsfeld nachzubilden. 

4.1 Ansatz fiir die Gleichungen der diskreten Raumzeit 

In diesem Abschnitt werden wir anhand allgemeiner Uberlegungen einen ersten Ansatz 
fiir die Gleichungen der diskreten Raumzeit herleiten. 
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Da das Variationsprinzip in der klassischen Feldtheorie sehr erfolgreich ist, wollen 
wir ebenfalls mit einem Variationsprinzip arbeiten. Wir miissen also eine reelle Funktion 
S{P) linden, aus der man bei Variation des fermionischen Projektors als "Euler-Lagrange- 
Gleichungen" die Gleichungen der diskreten Raumzeit erhalt. In Analogic zur klassischen 
Feldtheorie nennen wir S die Wirkung des Systems. 

allgemeine Struktur der Gleichungen 

Wir untersuchen zunachst, welche mathematischen Moglichkeiten wir bei der Konstruktion 
der Wirkung haben: Aus P, lassen sich durch Multiplikation weitere Operatoren bilden. 
Da P, Ex Projektoren sind und die Gleichung E^Ey = SxyE^ erfiillen, treten bei Produkten 
die Faktoren P, Ex immer abwechselnd auf, also in Kombinationen der Form 

P Ex^P Ex^P ■■■ mit G M . 

Um aus diesen Operatoren Skalare zu bilden, kann man Determinanten und Spuren verwenden. 
Determinanten sind nicht sinnvoll, denn 

det{PExP •••) = det(P) det(£;^) det(P) ••• = 

(man beachte, dafi P,Ex als Projektoren auf echte Teilraume von H singular sind). 
Folglich mufi die Wirkung aus den komplexwertigen Grofien 

ax,...x, ■■= tr (P Ex, PEx2 ■■■ P Ex^) mit Xj £ M (4.1) 

konstruiert werden. Dazu konnen wir zunachst beliebige Funktionen der Oxi - xp bilden. 
Um die Abhangigkeit von den Parametern xi, . . . ,Xp auf sinnvolle Weise zu behandeln, 
benotigen wir ein physikalisches Argument: In der klassischen Feldtheorie ist die Wirkung 
invariant unter Diffeomorphismen. Wie in der Einleitung genauer beschrieben, mufi diese 
(aktive) Koordinateninvarianz bei Diskretisierung der Raumzeit zu einer Permutations- 
symmetric in M verallgemeinert werden. Folglich fordern wir, dafi die Wirkung unter 
Vertauschungen der Raumzeitpunkte invariant ist. Um die Abhangigkeit von xi, . . . , Xp zu 
beseitigen, ohne diese Permutationssymmetrie zu zerstoren, konnen wir die Xj in Gruppen 
gleichsetzen und iiber M summieren. Es ware auch moglich, Produkte iiber M zu bilden, 
doch kann man diesen Fall durch Logarithmieren auf Summen zuriickfiihren. Wir erhalten 
so beispiels weise die Grofien 

f{^XiX2 1(^X1X1X2) 1 9{'^XlX2X3) 
Xl,X2&M Xl,X2,X3£M 

mit Funktionen / : IR, g : (C ^ IR. Die Wirkung kann schliefilich eine beliebige 

reelle Funktion solcher Ausdriicke sein. 

Punkt- und Ringbeitrage 

Dieser Ansatz fiir die Wirkung ist fiir uns noch zu allgemein. Wir verwenden qualitative 
Informationen iiber den Kontinuumslimes, um die Form der Wirkung zu spezialisieren. 
Nach Kapitel | wissen wir, dafi der Operator 

P{x,y) = ExPEy 
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als Distribution einen sinnvollen Kontinuumslimes besitzt. Nach den Uberlegungen zu 
Beginn von Kapitel ^ kann man den Kontinuumslimes auch durch den Grenzwert e ^ 
einer regularisierten Distribution P^{x,y) beschreiben. Dabei darf die genaue Art der 
Regularisierung keine Rolle spielen. 

Wir betrachten zunachst in (4.1) einen Faktor der Form 



ExPE, , (4.2) 

den wir als Punktbeitrag bezeichnen. Bei Regularisierung im Kontinuum tritt anstelle von 
( [4. 21 ) ein Faktor P^{x,x) auf. Wir wahlen neue Variablen 



P^x,y) =: P' 



X + y X — y 



und bilden im zweiten Argument von P^ die Fouriertransformierte 

P%x,x) = P%x,0) = l-0^P^{x,k) . (4.3) 

Das erste Argument von P^ beschreibt die makroskopische Raumzeit-Abhangigkeit des 
fermionischen Projektors, das zweite Argument dagegen die oszillierenden Anteile der 
fermionischen Wellenfunktionen (fiir den freien Projektor hangt P^ nur vom zweiten 
Argument ab). Wenn wir annehmen, daB die makroskopischen Langenskalen viel grofier 
als die Wellenlangen sind, was zur Beschreibung klassischer Systeme stets ausreichend ist, 
so konnen wir mit dem qualitativen Bild von ( 3.15| ) arbeiten: Wir hatten tiberlegt, daB 



wir nur dann Ergebnisse erhalten, die unabhangig von der Regularisierung sind, wenn die 
Zustande in der Nahe des Massenkegels besonders eingehen, oder, anders ausgedriickt, 
wenn es auf die Flanke von P^{x, .) auf dem Massenkegel ankommt. In ( |4.3| ) wird aber 
iiber alle Zustande gleichermafien integriert. Folglich kann man fiir Punktbeitrage den 
Kontinuumslimes nicht auf sinnvolle Weise definieren. Wir werden deshalb nur Wirkungen 
betrachten, die keine Punktbeitrage enthalten. 

Wir kommen zu dem Fall, dafi in (4.1) mehr als zwei der Xj voneinander verschieden 



sind, was wir als Ringbeitrag bezeichnen. Hier treten Schwierigkeiten auf, wenn wir Eichfelder 
betrachten. Zur Einfachheit diskutieren wir das Problem exemplarisch an dem Term 

tr {P P E^,^ P E^^) mit Xi / Xj Wi / j 

und einem C/(1)-Eichfeld, die Uberlegung lafit sich aber unmittelbar auf den allgemeinen 
Fall iibertragen. Nach Regularisierung im Kontinuum erhalt man den Ausdruck 

Tr{P%xuX2)P'{x2,X3)P%xs,xi)) . (4.4) 

Bei einer lokalen Eichtransformation mit Eichpotential Aj = djA wird die Phase von 
P^{x,y) gemafi 

P'{x,y) e-^(^(^)^^(^)) P=(a;,y) (4.5) 



transformiert. Wegen der Eichinvarianz bleibt dabei ( [4. 4] ) unverandert, wie man auch 
explizit verifiziert. Wir betrachten nun den Fall eines Potentials A, das nicht global 
weggeicht werden kann: Nach Kapitel |2| treten in P^(x, y) viele verschiedene Storungsbeitrage 
mit Potentialen, Feldstarken und Noether-Stromen auf. Nach Kapitel H sind diejenigen 
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Beitrage dominant, welche auf dem Lichtkegel am starksten singular sind. Das sind die 
Eichterme, die analog zu ([4.5D eine Phasentransformation beschreiben 

P^(x,y) ^ e-^/.'^^ (^-^)' >"(x,y) . (4.6) 

Der Ausdruck (^^) transformiert sich unter (^]^) gemafi 

Tr {P'{XI,X2) P%X2, xs) P'{X2,XS)) 

e-'Ia^^^''^' Tr{P'{xi,X2)P'{x2,xs)P%X2,xs)) 

dabei ist A das Dreieck mit Ecken xi,X2,X3; dA bezeichnet dessen Rand. Nach dem Satz 
von Stokes haben wir 

Ai dx^ = / e*-'''' Ko- dxj, dx. 



-i UX-' = It-' axh uxi 



mit Fij = diAj—djAi. Also bleibt der Ringbeitrag (4.4) nun (im Gegensatz zur Eichtransformation 
( [4.5D ) nicht unverandert; in der Transformationsformel tritt der FluB des Feldes durch das 
Dreieck A auf. 

Um die Auswirkung dieses FluBbeitrages zu diskutieren, nehmen wir an, dafi die 
Gleichungen der diskreten Raumzeit den Ringbeitrag (4.4) enthalten. Damit diese Gleichungen 



sinnvoll sind, miissen sie im freien Fall (also fiir A = 0) erfiillt sein. Fiir A ^ tritt in ( |4.4| ) 
zusatzlich der FluBbeitrag auf. Damit werden die Gleichungen der diskreten Raumzeit i.a. 
nur dann weiterhin erfiillt sein, wenn der FluB durch A verschwindet. Gilt dies fiir beliebige 
Dreiecke A, so folgt Fij = 0. Damit haben wir zwar eine lokale [/(l)-Eichsymmetrie; 
die Potentiale konnen aber global weggeicht werden, so dafi die Eichfreiheitsgrade keine 
Dynamik beschreiben. Allgemeiner kommen wir zu dem Schlufi, dafi bei Gleichungen mit 
Ringbeitragen keine Dynamik durch Eichfelder auftritt, was physikalisch nicht sinnvoll ist. 
Darum werden wir nur Wirkungen ohne Ringbeitrage betrachten. 

Diese Argumentation ist etwas unsauber, well nicht klar ist, wie sich die Flufibeitrage 
bei asymptotischer Entwicklung genau auswirken. Wir konnen diesen Punkt auch nicht 
allgemein genauer diskutieren, well dabei die spezielle Form der Gleichungen eingeht. 
Beispielsweise ware es denkbar, dafi in einer geeignet konstruierten Gleichung mit Ringtermen 
die Flufibeitrage ganz verschwinden. Zumindest konnen wir das Vermeiden von Ringbeitragen 
aber so begriinden: Es ist eine allgemeine Beobachtung, dafi in die klassischen Feldgleichungen 
die Strome der Eichpotentiale, nicht aber die Feldstarken eingehen. Darum scheint es 
natiirlich, fiir die Wirkung einen Ansatz zu wahlen, der diese Tatsache von Beginn beriicksichtigt. 
Dafiir diirfen keine Flufibeitrage auftreten. 

Ansatz fiir die Wirkung 

Wir kommen zu dem Schlufi, dafi unsere Wirkung keine Punkt- oder Ringbeitrage enthalten 



soil. Damit diirfen in (4J) nur zwei verschiedene Parameter x,y £ M vorkommen; die 
zugehorigen Projektoren Ex,Ey miissen immer abwechselnd auftreten. Die Wirkung mufi 
folglich aus den reellen Grofien 

ag) := tr ((P E^ P EyY) mit g G IN; x,y £ M 

aufgebaut werden, die wir Linienbeitrdge nennen. Beachte, dafi 

Zur Konstruktion der Wirkung konnnen wir eine beliebige Funktion der Linienbeitrage 
bilden und anschliefiend iiber x, y summieren. Das fiihrt auf Terme der Form 

Y: f{a^,aSl^--^ ■ (4-7) 

x,y£M 
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Die Wirkung kann eine beliebige Funktion soldier Ausdriicke sein. 

Um die Form der Wirkung weiter zu spezialisieren, wenden wir erneut ein Analogieargument 
zur klassischen Feldtheorie an: In der klassischen Feldtheorie ist die Wirkung als Integral 
iiber eine Lagrangedichte gegeben 

S = I L(fx 



In der diskreten Raumzeit entspricht dem Integral eine Summe iiber M. Darum sollte 
unsere Wirkung eine auBere Summe iiber M enthalten. Der Term (|4.7| ) ist von dieser 
Form; diese Eigenschaft geht aber i.a. verloren, sobald wir Funktionen von Ausdriicken 
der Form (|4.7| ) bilden. Deswegen setzen wir einfach 

s = ^(«S,4?,---) (4.8) 

und nennen L die Lagrangedichte des Systems. Im Gegensatz zur klassischen Lagrangedichte 
hangt sie von zwei Raumzeit-Punkten x, y abQ. 

Gleichung ( |4.S| ) ist der gesuchte Ansatz fiir die Wirkung. Natiirlich war unsere Ableitung 
nicht mathematisch streng. Sie war auch nicht in dem Sinne zwingend, daB wir (^^) als 
den einzig erfolgversprechenden Ansatz fiir die Wirkung bezeichnen konnten. Wir haben 
lediglich beschrieben, welche Uberlegungen auf ( |4.8D fiihren. Ob dieser Ansatz physikalisch 
sinnvoll ist, kann erst eine genauere mathematische Analyse zeigen. 

die Euler-Lagrange-Gleichungen 



Wir leiten die Euler-Lagrange-Gleichungen der Wirkung (4^) ab: Die Variation des fermionischen 



Projektors wird durch eine Schar unitarer Transformationen beschrieben 

P(r) = U{t)PU~^{t) 
In erster Ordnung in r haben wir 

5P = i[A,P] (4.9) 
mit dem selbstadjungierten Operator A = — if7(0) (siehe auch Seite |l^). Ferner haben wir 
(5ag = qiT({PE^PEyy~U{PE,PEy)) 

und damit 

x,y£M q=l \oaxy ) 

= E E ( r, ' • • •) 1 

x,y£M 9=1 \Oaxy J 

xqtr ((P P Eyf-^ i{6P) Ex P Ey + P E^ {5P) Ey) 



^Um die Analogie zur klassischen Feldtheorie besser zu wahren, soUten wir (kl.q) in der Form 



E 



.y&M 



umschreiben und den Ausdruck in eckigen Klammern als Lagrangedichte bezeichnen. Diese Notation ware 
fiir unser weiteres Vorgehen aber nicht zweckmafiig. 
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Wir wenden die Relation , Gleichung ( [4.9D und die zyklische Invarianz der Spur 



an 



2 E 

x,y£M q=l 



d 



.da. 



(<?) 

xy 

d 



l\ tr ((P P EyY-^ {5P) P Ey) 



xy 



2^ E eW^^ 

oo 

2^ E E^ 

x,y£M q=l 

2i tT{A [P, Q]) 



d 



L tr U 



P, P P^ (P P, P Pj,)"-! 



dabei ist Q der Operator 

oo 

Q = E E 

x,yGM q=l 



d 



(4.10) 



L(a«,ag,...) {E^PEyPy^ E^PEy . (4.11) 



Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind, mufi die Variation der Wirkung verschwinden, 
also 5S = 0. Da A in ( [4.10| ) ein beliebiger selbstadjungierter Operator sein kann, folgt die 
Kommut ator gleichung 

[P, Q] = . (4.12) 
([4.12|), (4.11) ist unser Ansatz fiir die Gleichungen der diskreten Raumzeit. 



4.2 Analyse des Kontinuumslimes 

Um zu verstehen, welche klassische Dynamik das Variationsprinzip mit Wirkung ( |4.8| ) 
beschreibt, miissen wir den Kontinuumslimes studieren. 

Wir vermeiden von nun an in alien Formeln die Projektoren Ex und verwenden anstatt 
dessen fiir einen Operator A die Matrixschreibweise 



A{x,y) = E^AE, 



y 



Wir wissen nach Kapitel|2|, dafi P{x,y) im Kontinuumslimes in eine wohldefinierte Distribution 
iibergeht. Bei zusammengesetzten Ausdriicken wie ( [4.8| ), ( |4.11 ) ist zunachst nicht klar, 



ob und wie der Kontinuumslimes gebildet werden kann. Deshalb regularisieren wir den 
fermionischen Projektor des Kontinuums, setzen P^(x, y) in (|4.8| ), (|4.11| ) ein und untersuchen 
den Grenzwert e ^ 0. Damit dieses Vorgehen sinnvoll ist, darf die genaue Art der 
Regularisierung nicht in die Endergebnisse eingehen. 
Die regularisierte Wirkung hat die Form 

5^ = J d^x J d^y L{a^^/\a^^/\...) mit (4.13) 

= TriiP^ix,y)P'iy,x)r) 
die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten 
[P^ Q"] = mit (4.14) 



d_ 

5=1 \cai^ 
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Es scheint nicht moglich zu sein, eine direkte Beziehung zwischen dem Kontinuumslimes 
von (|4l^ ) und einer klassischen Wirkung herzustellen. Man erhalt zwar in diesem Grenzfall 



einen Ausdruck in den Tensoren der klassischen Feldtheorie; die bei Variation der klassischen 
Felder erhaltenen Euler-Lagrange-Gleichungen stimmen aber nicht mit dem Koninuumslimes 
von ( [4.14| ) iiberein. Das liegt daran, dafi bei der Variation des fermionischen Projektors 
die Nebenbedingungen P* = = P zu beriicksichtigen sind, welche nicht unmittelbar in 
Nebenbedingungen bei Variation der klassischen Felder iibersetzt werden konnen. 

Aus diesem Grunde miissen wir den Kontinuumslimes der Euler-Lagrange-Gleichungen 
( [4.14| ), ( |4.15| ) untersuchen. 

Ordnen nach Homogenitaten 

Unter der Annahme, dafi L eine analytische Funktion ist (was aus physikalischer Sicht keine 
wesentliche Einschrankung darstellt), konnen wir die Lagrangedichte in einer Taylorreihe 
entwickeln. Man erhalt 



/ d'x fd^f^Y. Hp} fri«g;''^l (4-16) 

r=l(n\r- \i=l ) 




q=l r=0 {p}, 

mit reellen Koeffizienten Cjp}, C|p|; die Summe J2{p}r durchlauft alle Konfigurationen der 

Parameter pi,...,pr mit 1 < pi < ••• < Pr- Beachte, dafi man die Koeffizienten C|p| 

durch Cjp} ausdriicken kann, indem man die Taylorreihe fiir L partiell nach aiy^"* ableitet. 
Genauer gilt 

'tt.Ss,...,Vr} = ^^irn.-.vr} , (4.18) 

dabei bedeutet ps, dafi wir den Parameter ps aus {pi, . . . ,pr} herausnehmen; n{ps) gibt 
an, wie oft ps in pi, . . . ,pr vorkommt. Folglich sind die Koeffizienten c"^^-^ nicht voneinander 
unabhangig, sondern geniigen den Relationen 

' ot' ^ . . . = ZT^ ■ (4.19) 



n{ps) {Plv.Ps, ■■■,Pr} n{pt) {Plv,Ps, ■■■,Pr} 

Wir verschieben die systematische Untersuchung der Beziehungen ( [4.18| ), ( |4.19 ) auf Abschnitt 



I.e. 



Der formale Kontinuumslimes von (|1^), (|4l7|) enthalt Produkte von Distributionen 



vom Typ (|3.1|). Damit ist nach den Ergebnissen von Kapitel H der Limes e — > sinnvoll 



durchfiihrbar. Wir konnen in ( 4.16 ), ( 4.17 ) die Indizes e weglassen und meinen damit 



gemafi der Notation von Abschnitt 3.6 einen Ausdruck, der nach Regularisierung und 



asymptotischer Entwicklung als Distribution wohldefiniert ist. Fur Umformungen konnen 



wir alle in Abschnitt 3.6 zusammengestellten Rechenregeln verwenden. 



Wir miissen noch iiberlegen, wie in Gleichung ( [4.14 ) der Grenzwert e — > durchgefiihrt 



werden kann: Wir untersuchen den Kommutator im schwachen Sinne, betrachten also den 
Ausdruck 

d^x I A Q']ix,y) f{x)g{y) 

d^x f d^y f d^z iP'ix,z)Q'{z,y) - {x , z) P' {z , y)) f{x)g{x) 
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mit beliebigen Schwartzfunktionen f,g. Nach Umordnen der Integrale 



d^xf{x)Q%x,z)^ {^j d^yP%z,y)giy)^^ 



konnen wir die Integration iiber x, y ausfiihren. Als Ergebnis erhalten wir glatte Funktionen 
in z, und wir konnen den Limes e ^ bilden. Wir konnen sogar bei und Q'^ getrennt 
den Grenzwert e — > durchfiihren und erhalten das gleiche Ergebnis. Mit anderen Worten 
konnen wir zunachst Q asymptotisch entwickeln und anschliei3end den Kommutator [P, Q] 
im Distributionssinne bilden^. Wir schreiben fiir den so definierten Kontinuumslimes der 
Euler-Lagrange-Gleichungen audi einfach 

[P, Q] = . (4.20) 

Nach ( p.68| ) wird die Singularitat von Q auf dem Lichtkegel und am Ursprung bei 
steigender Potenz in P{x, y) starker. Mit den asymptotischen Rechenregeln konnen nur 
solche Ausdriicke sinnvoll (also unabhangig von der Regular isierung) miteinander in Beziehung 
gesetzt werden, welche das gleiche Polverhalten in e zeigen. Deshalb scheint es sinnvoll, die 
Distributionsprodukte nach Potenzen in P{x,y) zu ordnen. Dazu definieren wir |{p}r| = 
Pi + ■ ■ • + Pr und setzen 

oo oo 

S = ^^[^l , Q = ^Ql^'l mit (4.21) 

9=1 9=0 

I d'x jd^Y. E n (4-22) 

r=l {p}r mit |{p}r|=9 *=1 

Q[^l(^,y) = EE E f nag;)") (P(x,y)P(y,x))'^-ip(x,y) (4.23) 



5=1 ■r=0 {p]r rait \{p}r\=g—q \i=l 



a 



= TT{{P{x,y)P{y,x)f) . (4.24) 



Wir nennen die Darstellungen ( [4.21D Homogenitdtsreihen. 



Spektrale Analyse von P{x,y) P{y,x) 

In Kapitel |2| und den Anhangen A bis E wurde die Distribution P{x, y) fiir verschiedene 
Storungen des Diracoperators explizit berechnet. Wir miissen eine Methode linden, mit 
der sich die Auswirkung der einzelnen Storbeitrage von P(x,y) in dem Ausdruck fiir Q^^\ 
(||2|), beschreiben lafit. 

Im Prinzip konnte man dazu den gestorten fermionischen Projektor in ( f4.23| ), (|4.24| ) 
einsetzen und die einzelnen Beitrage von P{x, y) ausmultiplizieren. Dieses Verfahren ist aus 
theoretischer Sicht vollig unproblematisch. Die Rechnungen werden aber wegen der nicht- 
kommutierenden Dirac- und Pauli-Matrizen in unseren Formeln fiir P{x, y) zu kompliziert 
und uniibersichtlich, besonders bei hohen Potenzen pi,q. 

^Wir bemerken, dafi der Integralkern [P, Q]{x, y) (nach asymptotischer Entwicklung) sogar eine regulare 
Funktion ist. Um das zu sehen, mufi man die Beitrage der asymptotischen Entwicklung genauer im 
Impulsraum analysieren, was fiir unser weiteres Vorgehen aber nicht benotigt wird. 
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Darum wenden wir eine andere Methode an: Wenn wir x, y als feste Parameter ansehen, 
kommen in ( [4.23D , ( [4.24 ) Polynome in der (4n x 4n)-Matrix P{x,y) P{y,x) vor. Mit einer 



Spektralzerlegung von P{x, y) P{y, x) 

P{x,y)P{y,x) = Y.Xj{x,y)Ej{x,y) (4.25) 
j 

mit Eigenwerten Xj und Spektralprojektoren Ej lassen sich diese Polynome in Polynome 
in den Eigenwerten umschreiben 

= fil''H^ji^,y)r-' iEj{x,y)P{x,y)) mit (4.26) 

j 9=1 

= t E 4?) n^s^ (4-27) 



r=0 {p}r mit \{p}r\=g-q r=l 



xy 

j 



J2nj{x,y){X,{x,y)r , (4.28) 



dabei ist nj = dim Im(ii^j) die Vielfachheit der Eigenwerte. Nun besteht Q^^\x,y) aus 
einem Polynom in Xj vom Grade g. Die Koeffizienten fi'y sind ebenfalls polynomial aus 
den Eigenwerten von P{x,y) P{y,x) zusammengesetzt, und zwar so, dai3 Q^^\x,y) in den 
Xj homogen vom Grade g ist. Der Matrixcharakter von Q^^\x,y) wird durch den Faktor 
Ej{x,y) P{x,y) in ( 4.26| ) beschrieben. 



Damit hat sich die Struktur der Gleichungen wesentlich vereinfacht. Zunachst einmal 
konnen wir mit (elementaren) algebraischen Methoden Aussagen liber die Koeffizienten 
C|pj gewinnen. Wenn wir beispielsweise verlangen, daf^ Q'^' im Fall ohne Entartung der 
Eigenwerte verschwindet, muf5 das charakteristische Polynom der Matrix P{x, y) P{y, x) 
das Polynom 

-P^yW = (4-29) 

q=l 

teilen, was sich unmittelbar in Bedingungen an die Parameter C|p| umschreiben laBt. 
Auf^erdem kann man das reelle Polynom in Gleichung ( [4.26| ) leicht nach verschiedenen 
Parametern entwickeln. 



Wir miissen prazisieren, wie die Spektralzerlegung (4.25) mathematisch zu verstehen 
ist: Es macht sicher keinen Sinn, P(x, y) P{y, x) punktweise (also fiir festes x, y) zu 
diagonalisieren, auch wenn diese Vorstellung fiir qualitative Uberlegungen sehr hilfreich ist. 
Denn die Matrix P{x, y) P{y, x) ist erst nach asymptotischer Entwicklung als Distribution 
definiert. Selbst mit Regularisierung gibt es Schwierigkeiten, well die s.a. Matrix P^{x, y)P^{y, x) 
wegen des indefiniten Skalarproduktes nicht diagonalisierbar zu sein braucht. Darum werden 
wir die Eigenwerte und Spektralprojektoren lediglich als formale Ausdriicke berechnen. 



denen wir keinen mathematischen Sinn geben. Nach Einsetzen in ( [4.26 ) erhalt man jedoch 



fiir einen Ausdruck, der nach der Methode von Kapitel ^ wohldefiniert ist. Dieses 
Vorgehen ist unproblematisch und fiir unsere Zwecke voUig ausreichend, well die Spektralzerlegung 
von P{x, y) P{y, x) nur ein technisches Hilfsmittel ist, um das Verhalten des Operators 
QI^I bei Storungen des fermionischen Projektors effizienter berechnen zu konnen. 

In Anhang F werden explizite Formeln ftir die Eigenwerte und Spektralprojektoren von 
P{x, y) P{y, x) hergeleitet. Insbesondere wird die Auswirkung der einzelnen Storbeitrage 
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von P{x,y) auf )^j,Ej genau untersucht. Dort werden auch die gerade angesprochenen 
mathematischen Schwierigkeiten ausfiihrlicher diskutiert. In den folgenden Abschnitten 
werden wir einzelne Ergebnisse aus Anhang F verwenden und gleichzeitig genauer erklaren. 



4.3 Systeme mit einer Fermionsorte 



In den vorangehenden Abschnitten 4J, O haben wir mit ([4.g|), ( [4.12| ), ( 4.11 ) einen 
Ansatz fiir die Gleichungen der diskreten Raumzeit abgeleitet und die allgemeine Methode 
beschrieben, mit welcher der Kontinuumslimes dieser Gleichungen untersucht werden kann. 
Die Lagrangedichte ist in (|47 



oder nach Taylorentwicklung gemaB (4.16) aber noch 
unbestimmt, und wir haben im Moment keine Vorstellung davon, wie eine sinnvohe Lagrangedichte 
aussehen sohte. Um den Zusammenhang zwischen der Form der Lagrangedichte und der 
Dynamik des Systems zu verstehen, wollen wir nun konkrete Modelle diskutieren. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiel, namhch einem fermionischen Projektor, 
der ledighch aus einem Diracsee aufgebaut ist. Die Spindimension ist 4. Unsere Uberlegung 
lai3t sich direkt auf den Fah mehrerer Teilchenfamihen (also mehreren Diracseen im gleichen 
(4 X 4)-Block) iibertragen. 

Natiirlich sind erst bei hoherer Spindimension physikalisch interessante Wechselwirkungen 
zu erwarten. Als Vorbereitung auf realistischere Modelle ist das Studium von Systemen 
bei Spindimension 4 trotzdem sinnvoll, besonders well der freie Projektor im allgemeinen 
Fall eine direkte Summe solcher (4 x 4)-Bl6cke ist. 



4.3.1 Massive Fermionen 

Im Vakuum beschreibt der fermionische Projektor einen vollstandig gefiillten Diracsee. Bei 
Fermionen mit Ruhemasse haben wir also mit der Bezeichnung von Definition |2.1.l| 

Pix,y) = ^{Pm- kra){x,y) , (4.30) 

dabei ist m die (nackte) Masse der Fermionen. Den Fall mit Wechselwirkung erhalt man 
hieraus, indem man einzelne Fermionen hinzufiigt bzw. aus dem Diracsee entfernt und 
anschlieBend P einer unitaren Transformation unterwirft . 



die Bedingung Q{x,y) ~ 



Wir beginnen mit der Untersuchung des freien Projektors, was uns bis zu Seite 128 
beschaftigen wird. 

Zunachst wollen wir begriinden, weswegen die Lagrangedichte so gewahlt werden mufi, 
daB nicht nur die Euler-Lagrange-Gleichung ( [4.2[1| ), sondern sogar die starkere Bedingung 

Qix,y) ~ (4.31) 

erfiillt ist. 

Einen ersten Hinweis auf diese Forderung erhalten wir durch direkte Berechnung des 
Kommutators [P, Q] im Vakuum. Diese Rechnung ist nicht ganz unproblematisch, well 
die Regularisierung explizit eingeht, wir konnen sie aber trotzdem erklaren: Wir nehmen 
an, daB Bedingung ( [4.31 ) verletzt ist. Bei asymptotischer Entwicklung von Q^{x,y) erhalt 



121 



man dann typischerweise Ausdriicke der Form 

fix,y) = ^ Siiy - x)^) h{y - x) (4.32) 

g{x, y) = ^ Hiy - xf) Ky -x){y- xy^j , p g in (4.33) 

mit einer auf M \ {0} stetigen Funktion, die homogen vom Grade —q ist 

h{Xz) = X-^hiz) 

Der Faktor 6{{y — x)^) und die Funktion h beschreiben die Singularitat auf dem 
Lichtkegel bzw. die Singularitat am Ursprung. Man beachte, daB die Form von h wesentlich 
von der gewahlten Regularisierung abhangt, und daB ( [4.32| ), (|4.33| ) keine lorentzinvarianten 
Ausdriicke sind. Bei Fouriertransformation von (|43^ ) erhalt man eine regulare Funktion 
f{k), die ebenfalls die Lorentzsymmetrie verletzt. Der zusatzliche Faktor {y — xY'jj in 
( [4.33| ) iibersetzt sich im Impulsraum in den Ableitungsoperator i^^, also g{k) = i^j^f{k). 
Mit dem Ausdruck 

P{k) = {I^ + m) 6{k^ -m^)@{-k°) 
fiir den freien fermionischen Projektor folgt 

[Kgm = [ihfik), ^] 5(A:2-m2)e(-fcO) 

Der Kommutator auf der rechten Seite verschwindet nicht, well der Vierervektor dkf{k) 
wegen der gebrochenen Lorentzsymmetrie i.a. nicht parallel zu k ist^. 

Ein eleganteres Argument fiir die Notwendigkeit von Bedingung ( 4.31| ) erhalten wir bei 
der Betrachtung eines zusatzlichen [/(l)-Eichfeldes. Die Uberlegung hat Ahnlichkeit mit 
der Diskussion der Ringbeitrage auf Seite |114| ; wir verwenden auch die gleiche Notation: 
Wir schreiben zunachst die Euler-Lagrange-Gleichungen mit Integralkernen um 

= [P,Q]{x,y) = J (fz iP{x,z)Qiz,y) - Q{x, z) P{z,y)) . (4.34) 

Bei einer lokalen Eichtransformation mit Potential Aj = djA wird die Phase von ( 4.34| ) 
transformiert 

[P,Q]{x,y) e-(^(^)-^(-)) [P,Q]{x,y) 

Im Fall eines allgemeinen Eichpotentials A sind bei asymptotischer Entwicklung die Eichterme 
dominant, unter denen sich P, Q gemaB 

P{x,y) e-'/>^(^-")' P(x,y) , Q{x,y) e"'!" g(x, y) 

verhalt. Einsetzen in ( [4.34| ) liefert 

[P,Q]{x,y) e-'I^^^^y-'^y 

d'ze-'IaA^^''^' {P{x,z)Q{z,y) - Q{x, z) P{z,y)) , (4.35) 



■^Bei Wahl einer speziellen Regularisierung kann man diese Rechnung explizit durchfiihren. Fiir P'^ = 
P * rj^ mit rein zeitabhangigem 7] liat man beispielsweise 

h{z) = [z")-" Oder h{z) = (z")"" 

Man beachte, dafi vor der Fouriertransformation die Singularitat am Ursprung zusatzlich regularisiert 
werden mufi. 
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wobei A das Dreieck mit Ecken x, y, z bezeichnet. Das Integral iiber dA gibt nach dem Satz 
von Stokes den Flufi durch das Dreieck A an. Wenn wir annehmen, daB ( 4.31| ) verletzt ist, 
sind die Integranden in ( 4.34| ), ( |4.35 ) nach asymptotischer Entwicklung nicht null. Durch 
den zusatzlichen FluBfaktor gerat der Integrand in ( 4.35 ) gegeniiber ( |4.34D auBer Phase. 
Deshalb verschwindet das Integral in ( [4.35| ) i.a. nur dann, wenn es keinen FluB durch die 
Dreiecke A gibt. Folglich kann das ?7(1)-Feld global weggeicht werden und beschreibt keine 
Dynamik. Das ist physikalisch nicht sinnvoll. 



Wir erwahnen ein weiteres Argument fiir Bedingung ( 4.31 ). Es nimmt qualitativ die 
Methode vorweg, mit der wir spater den Zusammenhang zu klassischen Feldgleichungen 
herstellen werden: Die klassischen Feldgleichungen sind lineare Gleichungen in den Noether- 
und Diracstromen sowie dem Energie-Impuls- und Kriimmungstensor. Da die Euler-Lagrange- 



Gleichungen ( 4.20 ) im Kontinuumslimes die klassischen Feldgleichungen liefern sollen, 
erwarten wir, dafi die Beitrage der klassischen Tensoren zu P, Q in linearer Storungstheorie 
behandelt werden konnenQ. Eine Entwicklung der Euler-Lagrange-Gleichungen liefert 



= [P,AQ] + [AP,Q] 



(4.36) 



dabei sind P, Q die freien Operatoren und AP, AQ die Beitrage der klassischen Tensoren. 
Die Storungsbeitrage AP{x, y) zum fermionischen Projektor wurden in den Anhangen A- 
D berechnet. Nach Anhang F sind auch die Storungen AXj{x, y), AEj{x, y) der Eigenwerte 
und Spektralprojektoren explizit bekannt. Damit kann AQ durch Entwicklung von ( 4.26| ) 
bestimmt werden. Man erhalt die beiden Beitrage 



AQ 



[g] 



EE ^(/ir^ (A,(x,y))^ 

j 9=1 

+EE (/ir^ 



j 9=1 



iEj{x,y) P{x,y)) 



A{Ej{x,y) P{x,y)) 



(4.37) 



(4.38) 



( [4.37| ) gibt die Storung des Polynoms an und kann mit AXj ausgedriickt werden, ( 4.38| ) 
hangt dagegen von AEj, AP{x,y) ah. Wir fiihren nun fiir feste Parameter x,y eine 
Dimensionsbetrachtung durch. Fiir die Wahl der komplexen (4 x 4)-Matrix AP{x, y) gibt 
es 2 X 4 X 4 = 32 reelle Freiheitsgrade. Da AP{x,y) direkt in A(EjP{x,y)) eingeht, wird 
A{EjP{x,y)) ebenfalls durch 32 Parameter beschrieben. Bei den 4 Parametern AXj gibt 
es dagegen nur 4 Freiheitsgrade (beachte dazu, daB P{x,y) P{y,x) s.a. ist). Folglich kann 
man die Storung ( [4.37| ) mit 4 Parametern beschreiben, fiir ( |4.38D werden i.a. 32 Parameter 
benotigt. Wir konnen nicht erwarten, dafi sich Beitrage der beiden Summanden in ( 4.361 ) 
gegenseitig kompensieren oder dafi von den Freiheitsgraden von AP, AQ bei Einsetzen 
in ( |4.36| ) einige wegfallen. Folglich iibersetzen sich in den Euler-Lagrange-Gleichungen 
alle Freiheitsgrade in Bedingungen an die Stormatrix P{x, y) (und damit mittelbar in 
Bedingungen an die Storung des Diracoperators). Es zeigt sich, dafi 32 Bedingungen fiir 
sinnvolle Gleichungen zu viel sind. (Insbesondere gibt es Probleme bei den Stromtermen, 
well die Terme der Form AP{x,y) ~ ^"^jkl^jkC^^ nicht miteinander in Beziehung gesetzt 
werden konnen.) Hieraus folgt zunachst einmal, dafi die Matrix A{EjP{x,y)) nicht in AQ 
eingehen darf. Dazu mufi der Beitrag ( 4.3^ ) unabhangig von A{EjP{x,y)) verschwinden. 
Nach ( [4. 2 ID bedeutet dies 



E E /ir^ (^^■(^' y)y~' = alle j 



9=1 9=1 



'^Wir werden in Abschnitt [l.s] zeigen, dafi diese perturbative Behandlung tatsachlich zulassig ist. 
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Durch Einsetzen in ( 4.26| ) folgt Bedingung ( [4. 311) . 1st diese Bedingung aber erfiillt, so 



verschwindet auch der zweite Summand in (|4.36| ), so daB in die Euler-Lagrange-Gleichungen 
tatsachlich nur die 4 Parameter AAj eingehen. 

homogener Polynomansatz 

Wir kommen zu dem SchluB, dafi der freie fermionische Projektor die Bedingung ([4.31| ) 
erftillen mufi. Wir wollen allgemeiner untersuchen, was diese Bedingung iiber Q aussagt 
und dann einen konkreten Ansatz fiir die Lagrangedichte machen. Dazu argumentieren wir 



wieder qualitativ mit der Spektralzerlegung (|4.26 ) und halten x,y fest: Im allgemeinen ist 



die Matrix P{x,y) invertierbar. Nach ( 4.21 ), ([4.26I ) impliziert damit ( |4.31 ) die Bedingung 



E EE/ir^TM = ■ 

j \g=l q=l ) 

Nach den Eigenschaften EiEj = 5ijEi der Spektralprojektoren folgt, daB die Reihe 

oo oo 

Hz) = E/^'^^'"' "lit /^'^ = E/ir^ (4-39) 

q=l 9=1 

die Eigenwerte Xj als Nullstellen besitzt. Aufier diesen endlich vielen (in unserem Fall 
hochstens 4) Bedingungen haben wir iiber die Funktion F keinerlei Informationen. Bei 
einfachen transzendenten Funktionen (z.B. exp, log, trigonometrische oder hyperbolische 
Funktionen) scheint es nicht natiirlich, eine endliche Zahl von variablen Nullstellen zu 
fordern. Deswegen machen wir fiir F einen Polynomansatz 

h 

F{z) = f^'^^ ^'^"^ mit /i G IN 

q=l 



Damit in ([4.39D hochstens {h — l)-te Potenzen von z auftreten, muB in ( 4.2(^ ) und damit 



auch in ( [4.23| ) stets q < h sein. Am einfachsten kann man das erreichen, indem man die 
Homogenitatsreihe fiir Q nach dem h-ten Glied abbricht 

Q = EQ[^] . (4.40) 

9=1 



Bei asymptotischer Entwicklung sind in ( 4.4C| ) die Summanden fiir grofies g dominant^ 
und wir konnen gleich 

Q = Qt'^l (4.41) 

setzen (zumindest, solange wir nur die hochsten Ordnungen der Singularitat auf dem 
Lichtkegel und am Ursprung untersuchen). Da sich bei Variation der Wirkung die Potenz 
in P{x, y) P{y, x) um eins erniedrigt, folgt 

S = ^['^1 . (4.42) 



*Man beachte, dafi dieser Schlufi bei einer unendlichen Reihe nicht moghch ist. Der Ausdruck 

tanh (Tr(P(x,j/) P{y,x))) 

ist beispielsweise eine regulare Funktion, obwohl die einzelnen Glieder einer Potenzreihenentwicklung immer 
starkere Singularitaten auf dem Lichtkegel besitzen. 
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Wir nennen den Ansatz ( [4.42 ), ( 4.4l| ) homogenen Polynomansatz. 

Natiirlich hatten wir gleich in Abschnitt 4.1 die Wirkung in der Form ( [4.42| ) ansetzen 
konnen. Wir haben den etwas allgemeineren Zugang gewahlt um herauszuarbeiten, daB 
die aus Bedingung ( 4.31 ) folgenden Nullstellenbedingungen an ( 4.39 ) eine polynomiale 
Form von L nahelegen, und daiB die asymptotischen Entwicklungsregeln schlief51ich auf 
den homogenen Ansatz fiihren. 



die intrinsische Methode 

Mit dem homogenen Polynomansatz haben wir nur noch endhch viele Parameter, um 
die Wirkung festzulegen, namhch den Homogenitatsgrad h und die Koeffizienten c^pj- 
Allerdings gibt es (zumindest bei groiBem h) sehr viele freie Parameter. Es ware aus 
theoretischer Sicht unbefriedigend oder zumindest unschon, alle diese Parameter als empirische 
Grofien aufzufassen und mit Informationen liber das zu beschreibende physikalische System 
zu fitten. Darum schranken wir uns zur Bestimmung von h, C|p| mit der folgenden Methode 
ein: Den Homogenitatsgrad /i G IN geben wir empirisch vor. Zum Berechnen der C{p} 
verwenden wir ausschlieBlich die Bedingung, daB die Euler-Lagrange-Gleichungen mathematisch 
sinnvoll sein sollen. Mit "mathematisch sinnvoll" meinen wir, daB die Gleichungen fiir den 
freien fermionischen Projektor erfiillt sind und dafi man im Kontinuumslimes partielle 
Differentialgleichungen in Potentialen und Feldern erhalt. Fiir die Bestimmung der C{p} 
wollen wir aber keine physikalischen Eigenschaften unseres Systems verwenden. Insbesondere 
diirfen die erwarteten Eichgruppen und Wechwelwirkungen, Kopplungskonstanten und 
Ladungen nicht in die Koeffizienten C{p} eingehen. Wir nennen dieses Vorgehen intrinsi- 
sche Methode. 

Mit der intrinsischen Methode wird unser physikalisches System durch den freien 
fermionischen Projektor und den Homogenitatsgrad h bereits vollstandig beschrieben. Die 
Koeffizienten C{p} konnen (ahnlich wie Lagrangesche Multiplikatoren in der klassischen 
Physik) als zunachst unbestimmte Parameter angesehen werden. Die Euler-Lagrange- 
Gleichungen liefern Bedingungen sowohl an Cjp} als auch an P{x,y). Damit konnen die 
Koeffizienten Cjp} bestimmt werden; die Bedingungen an P(x,y) legen dann die Dynamik 
des Systems fest. 

Durch die intrinsische Methode wird auch der Homogenitatsgrad h weitgehend fixiert: 
Die Anzahl der Koeffizienten Cjp} nimmt mit steigendem h zu. Wahlen wir h zu klein, so 
gibt es nicht geniigend Parameter, um mathematisch sinnvolle Gleichungen zu bilden. 1st h 
dagegen zu grofi, so bleiben nach Erfiillung aller mathematischer Konsistenzbedingungen 
noch freie Parameter iibrig, was durch die intrinsische Methode ausgeschlossen wird. 



ein Beispiel: Bestimmung von 



Wir wollen nun die intrinsische Methode auf den fermionischen Projektor ( 4.30 ) anwenden 
und die Wirkung explizit berechnen. 

Nach unserer bisherigen Diskussion haben wir als einzige Bedingung fiir den freien 



Projektor Gleichung (4.31) zu erfiillen. Damit miissen wir den kleinsten Homogenitatsgrad 
h und die zugehorigen Konstanten C{p} bestimmen, welche (4.31) geniigen. Es ist nicht zu 
erwarten, daB diese Wirkung bereits auf mathematisch sinnvolle Gleichungen (insbesondere 
auf Differentialgleichungen in Potentialen und Feldern) fiihrt, denn dazu sind moglicherweise 
zusatzliche, bislang noch nicht untersuchte Bedingungen notwendig. Wir wollen an diesem 
Beispiel lediglich die bisherigen Konstruktionen und Methoden erlautern. 
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Fiir die Berechnung von h, C{p} werden wir wieder mit den Eigenwerten der Matrix 
P{x,y) P(y,x) argumentieren. Wie ab Seite 11£ beschrieben, ist dieses Verfahren aus 
mathematischer Sicht nicht einwandfrei; unsere Rechnung lafit sich aber mit geringem 
Mehraufwand auch mathematisch sauber durchfiihren. An der folgenden Rechnung wollen 
wir auch exemplarisch zeigen, wie mit Hilfe der Spektralzerlegung ( [4. 261 ) hergeleitete 
Ergebnisse nachtraghch mathematisch gerechtfertigt werden konnen. 

Mit der Notation (|3.8D hat der freie Projektor ( 4.30| ) die Form 

P{x,y) = {i^f{z) + g{z)\l) , z = e , (4.43) 

dabei sind /, g Besselfunktionen mit Reihenentwicklung 

f{z) = cqz'^ + C2m'^z-^ + C4m^(ln(|z|) + Ce) + • • • 
g{z) = cimz'^ + c^m^{\n{\z\) +Ce) + ■■■ 

und geeigneten reellen Koeffizienten Cfc. Durch Bildung der Adjungierten (bzgl. des Spin- 
skalarproduktes) folgt 

P{y,x) = P{x,yr = (1| -i^f{z) + g{z)) 

und damit 

P{x,y)P{y,x) = {ia + 9\ - + d) ■ (4.44) 

Nach den asymptotischen Rechenregeln miissen wir fiir formale Rechnungen als 

verschiedene Vektoren ansehen, auch wenn diese Vektoren aufierhalb des Lichtkegels (wo 
(4.44) punktweise definiert ist) natiirhch iibereinstimmen. 
Wir betrachten das orthogonale Komplement von 

V := {t- E M I i^^v^ = ijv^ = O} 
V ist zweidimensional. Fiir jedes v kommutiert die Matrix p'if mit 



P 



t] = 2pifv^ = 



und damit auch mit ( 4.44 ). Folghch gibt es eine zweiparametrige Schar unitarer Transformationen, 
unter denen die Matrix P{x, y) P{y, x) invariant ist 

P{x,y) P{y,x) = exp(ipy) P{x,y) P{y,x) e-x.p{-ipi/) , veV 

Da diese Schar auBerdem keine eindimensionalen invarianten Unterraume besitzt 

pi^ qi r^qi Wv gV imphziert ^ = (^ G (D^) , 

miissen alle Eigenwerte wenigstens zweifach entartet sein. Wir nennen dies die chirale 
Entartung der Eigenwerte. 

Aufgrund der chiralen Entartung besitzt ( [4.44 ) genau zwei Eigenwerte A^^, die zugehorigen 
Eigenraume sind zweidimensional (genau ein Eigenwert kann nicht sein, weil ansonsten 
( |4.44| ) ein Vielfaches der Einheitsmatrix ware). Die Funktion F(z), ( [4.39| ), vereinfacht sich 
mit dem homogenen Polynomansatz zu 

Hz) = E /if ^ z'^-' . (4.45) 

9=1 
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Wie auf Seite 124 allgemeiner erklart wurde, miissen \y2 Nullstellen dieses Polynoms sein. 
Folglich mufi der Homogenitatsgrad /i > 3 sein. Nach der intrinsischen Methode miissen 
wir sogar h = 3 wahlen. Es folgt 

F{z) = (z-Ai)(z-A2) = - (Xi + \2)z + X1X2 
und nach Koeffizientenvergleich mit ( [4.45| ) 



f(3,3) 
Jxy 



(2,3) 



xy 



-(A1 + A2) , /S'=^) = AiA: 



(4.46) 
(4.47) 



Die Grofien berechnen sich mit Hilfe von (|4.28D zu 



a 



(0) 
xy 



= 2(Ai + A2) 



ag = 2(A? + A; 



(4.48) 



Einsetzen von ( [4.47D , ( |4.48| ) in ( |4.27D liefert die Gleichungen 



1 

-(A1 + A2) 
A1A2 



(3,3) 



xy 



^{} ^ 



f(2,3) 



ixy 



f(l,3) 
Jxy 



cfl 2(Ai + A2) 

cj'^l 2(A? + A^) + c{l\, 4(Ai + A2) 



aus denen sich die Parameter cl'^l bestimmen lassen: 



.(3) 



1 



(4.49) 



1 (2) _ _i (1) _ _i 

"{} ~ 4 ^{1} ~ 2 ""{2} - 4 -{1,1} 

Fiir den Operator Q erhalten wir durch Einsetzen von ( [4.49| ) in ( 4.23| ) die explizite Formel 

1 



Q{x,y) = Q^'\x,y) = -^{P{x,y) P{y,x)f P{x,y) 

-^a^^^ Pix,y)P{y,x)P{x,y) + i ((a«)2-2ag) P{x,y) 



(4.50) 



Durch 'Integration' der Konstanten c^,Jy gemai3 ( [4.18| ) erhalt man fiir die Lagrangedichte 



L{x,y) = L^^\x,y) = ^ 



4 '^xy ^ 24 ^ -^y 



(1)\3 



(4.51) 



Man kann direkt verifizieren, dafi die Wirkung 



d^x / d^yL^^\x,y) 



S = 



mit Lagrangedichte ( [4.51 ) bei Variation tatsachlich auf Q gemai3 ( 4.5C| ) fiihrt. 

Damit haben wir die Wirkung vollstandig bestimmt. Um dieses Ergebnis mathematisch 
zu rechtfertigen, diirfen wir die Spektralzerlegung von P{x, y)P{y, x) nicht verwenden: Mit 
den asymptotischen Rechenregeln konnen behebige Produkte von P{x, y) P{y, x) gebildet 
und berechnet werden, beispielsweise 

P(x, y) P{y, x) = tr {f\f) + i{a\9) - i{9\ V) + I 5) (4.52) 
P{x,y) P{y,x) P{x,y) 

= itrt if I /) - iff 1 9) + re if 9 \f) + i iifg 1 9) 

-if9\f) + i iifg \g) -^ig^\ if) + ig^ I g) 



2i z {if \f) - i (zf I ^/) - (zf \g) +i {if 9 I 9) 
+2z {fg \f) + i {if 9 \g) -i{g^\ if) + (5' I g) 



(4.53) 
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Durch Spurbildung erhalt man ai'y , also z.B. 

= TV y) P{y, x)) = 4z {f \ f) + 4 {g \ g) . (4.54) 

Wenn man diese Formeln in ( [4.50D einsetzt, heben sich alle Terme weg. Also ist Bedingung 
(|^) fur gemafi (|450D tatsachlich erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dafi der Homogenitatsgrad 
h = 3 minimal ist und dafi Q^^^ (bis auf ein Vielfaches) eindeutig bestimmt ist. Falls h 
nicht minimal ware, gabe es eine nichttriviale Losung der Gleichung 

^ ^ ^(2) P^y^ ^) ^ ^« ^(1) P(^^ ^ ^(1) ^(0) ^ ^ 

Nach Einsetzen von (ra ), (I^H), (1^) stellt man jedoch fest, dafi es nur die Losung 
cjp| = gibt. Das ist auch direkt einsichtig, well in dieser Rechnung Beitrage ~ 1,^ 
auftreten und es nur zwei freie Parameter gibt. Falls Q^^l nicht (bis auf ein Vielfaches) 
eindeutig ware, gabe es wegen der Linearitat in Q von ( [4.31[ ) Koeffizienten c"^^^ ^ mit 

cf^^ P{x,y) P{y,x) P{x,y) + (cf^} «i¥ + 4m} ("S^') ^^^'^^ ^ ^ 



Man kann wieder explizite Formeln fiir die Distributionsprodukte einsetzen und diese 
Aussage zum Widerspruch fiihren. 

Ganz allgemein kann man die formale Spektralzerlegung von P{x, y) P{y, x) immer 
umgehen und alle Ergebnisse mit Hilfe von ( 4.23D , ( 4.24| ) durch eine direkte Rechnung 
ableiten. Man sieht aber schon an diesem Beispiel, dafi das Arbeiten mit der Spektralzerlegung 
wesentlich anschaulicher und einfacher ist. Dieser Vorteil wird noch deutlicher, wenn 
spater nach bestimmten Storbeitragen AP{x, y) des fermionischen Projektors entwickelt 
werden mufi. 



dynamische Eichfelder 

Wir wollen nun das Studium des freien fermionischen Projektors abschliefien und uns der 
urspriinglichen Frage zuwenden, was die Euler-Lagrange-Gleichungen iiber die Wechselwirkung 
der Fermionen aussagen. Als ersten Schritt zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir 
Storungen durch Eichfelder und beriicksichtigen nur die am starksten singularen Beitrage 
zu P{x,y), also die Eich- und Pseudoeichterme. 

Bei einer Storung des Diracoperators durch ein C/(l)-Eichpotential A, 

— > + 4 , (4.55) 

beschreiben die Eichterme eine Phasentransformation 

P{x,y) 6-^/"^^ ^^-^)' P(x,y) 
Diese Phasendrehung fallt bei der Bildung von P{x,y) P{y,x) heraus 

P{x,y) P{y,x) — > P{x,y) P{y,x) 

Deshalb kann die Transformation von Q gemafi ( [4.23| ) ebenfalls durch eine einfache Phasentransformation 
beschrieben werden 

Q{x,y) ^ e-'^^^^^y-""^' Q{x,y) . (4.56) 
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Der Phasenfaktor in ( 4.56 ) ist eine glatte Funktion; folglich ist die Bedingung an den freien 



Projektor ( 4.31D audi mit zusatzlichen Eichtermen erfiillt. Die Eich-/Pseudoeichterme der 



Storung ( 4.55| ) fallen also in den Euler-Lagrange-Gleichungen weg. 



Wir nennen allgemein Eichfelder, deren Eich-/Pseudoeichterme in den Euler-Lagrange- 
Gleichungen verschwinden, dynamische Eichfelder. Alternativ konnen dynamische Eichfelder 
auch dadurch charakterisiert werden, dai3 ihre Potentiale nur in Form von Ableitungen 
(also Feldstarken und Stromen) in die Euler-Lagrange-Gleichungen eingehen. Wir beschreiben, 
warum dynamische Eichfelder eine erste Vorstellung von der Dynamik des Systems vermitteln: 
Die Eich-/Pseudoeichterme sind auf dem Lichtkegel starker singular als alle Beitrage der 
klassischen Tensoren zu P{x, y) (also insbesondere als alle Strom- und Kriimmungsterme) . 
Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen mit Wechselwirkung erfiillt sind, miissen folglich 
die Eich-/Pseudoeichterme aller Eichfelder verschwinden. Anders ausgedriickt, wird die 
Dynamik des Systems nur durch die dynamischen Eichfelder beschrieben. Umgekehrt 
brauchen nicht alle dynamischen Eichfelder fiir die Dynamik relevant zu sein, denn die 
noch nicht untersuchten Beitrage des Feldstarketensors zu P{x, y) konnten zusatzliche 
Bedingungen an das Eichfeld liefern. Damit ein dynamisches Eichfeld tatsachlich in Losungen 
der Euler-Lagrange-Gleichungen auftritt, miissen zusatzlich die Beitrage des Feldstarketensors 
verschwinden, und es muB einen sinnvollen Zusammenhang zwischen den Beitragen des 
Noetherstroms und geeigneten Diracstromen geben. 

Fiir ein realistisches physikalisches Modell erwarten wir im Moment, dafi die dynamischen 
Eichfelder durch die Eichgruppe SU{3) SU{2) U{1) des Standardmodells beschrieben 
werden konnen. In jedem Fall sollten alle Eichfelder des Standardmodells dynamische 
Eichfelder sein. 

chirale Eichfelder, die Wirkung S^^^ 

Wir kommen zu Eichfeldern, welche an die links- und rechtshandige Komponente der 
Fermionen unterschiedlich ankoppeln. Solche Felder werden in der schwachen Wechselwirkung 
beobachtet und sollten deshalb auch als dynamische Eichfelder vorkommen. 
Wir beschreiben chirale Felder mit der Storung des Diracoperators 

^ + XL 4r + XR 4l (4-57) 

und chiralen Potentialen ^i/j^- Die Potentiale haben die Form wie bei einer lokalen U{1)l<Si 
C/(l)ij-Eichsymmetrie. Es stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen an die 
Lagrangedichte diesen Potentialen dynamische Eichfelder entsprechen. 

Zur Einfachheit diskutieren wir hier nur die fiihrende Singularitat ~ mP des freien 
Projektors. Wir nehmen also 

P{x,y) = co{i^z-^\l) 

an, es folgt 

P{x, y) P{y, x) = 4 i^z-^ I . (4.58) 



Unter ( 4.57| ) beschreiben die Eich-/Pseudoeichterme wieder eine Phasentransformation 



des fermionischen Projektors 

XL/R P{x, y) XL/R e~'-^^ ^'^/« ^^""^^ P{x, y) , (4.59) 
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bei der Bildung von P{x, y) P{y, x) fallt der Phasenfaktor aber nun nicht weg 

xl/r P{x, y) P{y, x) = xl/r P{x, y) xr/l P{y, x) 



XL/Re ^m^^y ""^^ P{x,y)P{y,x) 



(4.60) 



Um die Bedeutung der Transformationsformel (4.60) zu verstehen, wollen wir die Eigenwerte 
von P{x, y) P{y, x) bestimmen. Dazu spalten wir zunachst den Spinorraum in die links- 
und rechtshandige Komponente auf 



(D^ = Ci e (D\ mit = XL/R (D* 

Im freien Fall ( [4. 581 ) ist die Matrix P{x, y) P{y, x) auf invariant, genauer 



Pix,y) P{y,x) 



U-^) XL 



cIxrUz ^ 



XR 



(4.61) 



Der erste Summand in ([4.61| ) wirkt nur auf C|^, der zweite Summand nur auf (D|j. Um 
die Eigenwerte von ( f4.61| ) zu bestimmen, miissen wir die beiden direkten Summanden 
diagonalisieren. Da diese Summanden aus Symmetriegriinden die gleichen Eigenwerte 
besitzen, ist jeder Eigenwert von P(x, y) P{y, x) wenigstens zweifach entartet. Das ist 
die chirale Entartung der Eigenwerte, die wir auf Seite 126 schon unter allgemeineren 
Voraussetzungen durch Symmetrietransformationen beschrieben haben. Wir berechnen 
die beiden Eigenwerte von ( 4.58| ) mit dem Funktionalkalkiil: Gesucht ist ein quadratisches 
Polynom, das bei Einsetzen von P{x, y) P{y, x) identisch verschwindet. Wir haben 



iPix,y)Piy,x)f = 4 



24 z iiz-' 



Co {z 



I z-^) 



(3.72) 



das Polynom hat also die Form 

A2 - 4 ((z-2 I z-^) + (^-1 I z-2)) X + d (z-3 I Z-3) 

Die (formalen) Eigenwerte Ai^^ von P(x, y) P{y, x) sind die Nullstellen dieses Polynoms 

Ai^ ^ ]- cl \ z-') + {z-'\z-')) 



yJ\4ii^-'\^-') + {z-'\z-')r 



4 (^^ 



'3 I 



- 4 ((z-2 I z-1) + (z-1 I z-')) ±-4 ^{{Z-^ I Z-1) - (z-1 I Z-2))2 



4 {z'^ I z-^ 



4{z 1 I z~ 



fur '1' 
2) fur '2' 



(4.62) 



Im Fall mit Eich-/Pseudoeichtermen, also P{x,y) P{y,x) gemafi der rechten Seite von 
( [4.60| ), ist die Matrix P{x,y) P{y,x) ebenfalls auf (Cj^^^ invariant. Mit der Abkiirzung 



(Ai - A^) (y - x), 



(4.63) 
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haben wir namlich 



P{x,y) P{y,x) 



XL 



XL 



XR 



Die beiden Untermatrizen Cq Xljr '^\^z ^) XLjR besitzen jeweils die Eigenwerte ([4.62|) . 
Folglich hat P{x^ y) P{y, x) nun die vier Eigenwerte 



A 



L 1/2 



-up 



1/2 



A 



Rl/2 



e*'^ Xi/2 



(4.64) 



mit Ai^ gemaB (Hlfl. 



Wir sehen also, dafi die chirale Entartung durch die Storung ( 4.57 ) des Diracoperators 
i.a. aufgehoben wird. Nach ( ^.64|) ble ibt die chirale Entartung nur dann erhalten, wenn (p 



fiir alle x,y verschwindet. Mit ( |4.63 ) folgt 



A 



R 



SO dai3 ( [4.57 ) in die Storung ( [4.55| ) durch ein {7(l)-Eichpotential iibergeht. 

Die Aufhebung der chiralen Entartung hat folgende Konsequenz: Die Wirkung S'^l 
wurde so konstruiert, dai3 Q'^' verschwindet, falls P{x, y) P{y, x) zwei Eigenwerte mit 
jeweils zweifacher Entartung besitzt. Hat P{x, y)P{y, x) aber vier verschiedene Eigenwerte, 



so ist die Bedingung ( 4.31 ) nicht mehr erfiillt. Da die Eich-/Pseudoeichterme auf dem 
Lichtkegel genauso stark singular wie der freie fermionische Projektor sind, konnen wir 
mit den gleichen Argumenten wie fiir den freien Projektor folgern, daB auch die Euler- 
Lagrange-Gleichungen (4.20) verletzt sind. Fiir die Wirkung 5^^] ist U{1)l(^U{1)r folglich 
keine dynamische Eichgruppe, als dynamisches Eichfeld tritt lediglich das C/(1)-Eichfeld 



gemafi ( [4. 551) auf. 

Damit die voile f7(l)L (E>C/(l)i?-Gruppe zu einer dynamischen Eichgruppe wird, miissen 



wir den Homogenitatsgrad h erhohen: Das Polynom ( 4.45 ) muB nun die vier Nullstellen 
Xi/jl 1/2 besitzen. Nach der intrinsischen Methode ist /i = 5 zu wahlen, es folgt 

F{Z) = n i^-^ca) 

c€{L,R}, a€{l,2} 



(4.65) 



Analog wie bei der Berechnung von Q^^^ lassen sich nun die Koeffizienten c^J^ bestimmen, 
und man erhalt Q^^L Die Parameter C|p} konnen wieder durch 'Integration' der C|p| 

berechnet werden, was schliefilich die Wirkung S^^^ liefert. 

Wir stellen fest, daB der Homogenitatsgrad die Dynamik wesentlich beeinflussen kann: 
bei h = 3 haben wir als dynamische Eichgruppe U{1), bei h = 5 dagegen die groBere 
Gruppe C/(l)x,(8'?7(l)ij. Die Koeffizienten Cjp} konnen in beiden Fallen mit der intrinsischen 
Methode bestimmt werden. Man beachte, daB die Ankopplung der Eichfelder an die 
Fermionen bei unserem Vorgehen immer eindeutig festgelegt ist. 

Die Wirkung S^^'^ ist bei Spindimension 4 aus einem anderen Grund nicht sinnvoll: 
Das Polynom ( 4.65|) ist das charakteristische Polynom der (4 x 4)-Matrix P{x,y) P{y,x). 



Es mag aufFallen, dafi die Eigenwerte (4.62), (4.64) nicht reell sind, obwohl die Matrix P{x,y) P{y,x) 
s.a. ist. Wie in Anhang F genauer beschrieben, ist dies bei indefinitem Skalarprodukt kein Widerspruch. 
AUgemein liegt fiir jeden Eigenwert A ^ IR auch A im S pektr um; die zugehorigen Spektralprojektoren 
gehen durch hermitesche Konjugation ineinander iiber. In (4.64) gilt spezieU 



A 



L 1/2 



A 



R 2/1 



und 



1/2 



E 



R2/1 



(dabei bezeichnet * die Adjungierte beziighch des Spinskalarproduktes) . 



131 



Folglich verschwindet Q ganz unabhangig von der Form der Eigenwerte \ca ■ Damit sind die 
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir beliebiges -P(x, y) erfiillt und liefern keinerlei Bedingungen 
an den fermionischen Projektor. 

Bei Ubertragung dieses Argumentes auf den Fall beliebiger Spindimension erhalten wir 
fiir sinnvolle Gleichungen die allgemeine Schranke 

Homogenitatsgrad < Spindimension . (4.66) 

Aui3erdem sehen wir, dafi chirale Eichfelder erst bei einer Spindimension > 4 sinnvoll 
auftreten k5nnen. 

Abschliefiend versuchen wir, die Ergebnisse dieses Abschnittes auf die mogliche Lagrangedichte 
eines realistischen physikalischen Modells zu iibertragen. Nach Kapitel ^ benotigen wir zur 
Beschreibung aller Fermionen des Standardmodells die Spindimension 

4 X 2 X (3 + 1) = 32 

(4 wegen Diracspinoren, 2 wegen Isospin, 3 wegen Colour, 1 wegen Leptonen). 

Da bei den W- und Z-Bosonen chirale Eichfelder auftreten, mui^ der Homogenitatsgrad 

h > 5 sein. Die Abschatzung ( [4.66| ) ist sicher grob, wir erwarten also als fundamental 

Wirkung 

S = S^^^ mit 5 < /i < 32 

Zur Einfachheit betrachten wir einmal die Wirkung S^^h Der freie fermionische Projektor 
ist aus einzelnen (4x4)-Bl6cken aufgebaut. Damit die Ergebnisse dieses Abschnitts anwendbar 
sind, nehmen wir an, dai^ alle Eichfelder in diesen (4 x 4)-Bl6cken diagonal sind (wir lassen 
also die M^-Potentiale weg). Die chiralen Potentiale konnen dann in jedem Block mit der 
Storung ( 4.57 ) des Diracoperators beschrieben werden, die Eigenwerte sind durch (|4.64| ) 



gegeben. Nach Konstruktion von S^^^ verschwindet Q^^'^ nur dann, wenn die (32x32)-Matrix 
P{x, y) P{y, x) vier Eigenwerte besitzt. Da die chirale Entartung in jedem (4 x 4)-Block 
aufgehoben ist, miissen die Eigenwerte von i-*(x, y)P{y, x) folglich in den einzelnen (4 x 4)- 
Blocken iibereinstimmen. Dazu muB die Phase 93, ( 4.63| ), nach ( 4.64| ) in alien (4 x 4)-Blocken 



bis auf ein Vorzeichen iibereinstimmen. Also konnen die axialen Potentiale — 
nicht in jedem Block beliebig sein, sondern diirfen sich in den einzelnen Blocken nur um 
relative Vorzeichen unterscheiden. Das entspricht genau der physikalischen Beobachtung: 
Der axiale Anteil des Z-Eichfeldes hat die Form Y{x) 0"?^ und ist somit in jedem Block 
dem Betrage nach gleich. Dies ist ein erster Hinweis, daB der homogene Polynomansatz 
physikalisch sinnvoll sein konnte. 

Diese Uberlegung ist vereinfacht, well wir nicht beriicksichtigt haben, dafi die Neutrinos 
nur in einer Handigkeit beobachtet werden. Bevor wir die Spindimension vergrdfiern, wollen 
wir deshalb chirale Fermionen untersuchen. 

4.3.2 Chirale Fermionen 

Zur moglichen Beschreibung von Neutrinos betrachten wir einen Diracsee, der nur aus 
linkshandigen Fermionen aufgebaut ist. Damit die Lorentzkovarianz gewahrt ist, mufi die 
Masse der Fermionen verschwinden. Der freie Projektor hat also mit der Notation (|3.8| ) 
die Form 

P{x: y) = XL 2 - ^o)(^' = CO {iiz-'^ I 1) (4.67) 
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mit einer reellen Konstanten cq = — (47r^)~^. Wir betrachten gleich den allgemeineren 
Fall mit chiralen Eichfeldern: bei der Storung ( [4.57 ) des Diracoperators beschreiben die 
Eich- /Pseudoeichterme eine Phasentransformation 



P{x,y) 



XL e 



-2^ 



(4.68) 



Da P{x, y) rein linkshandig ist, verschwindet das Produkt P{x, y) P{y, x) 



P{x,y)P{y,x) = {xl+Xr) P{x,y) P{y,x) 

' "^--^^ ■P{y,x)+XRP{x,y)XLP{y,x) 



XL P{x,y) XR 

P{x,y) + OxLP{y,x) 



XL 



(4.69) 



Dies ist ein wesentlicher Unterscliied zu den massiven Fermionen des vorigen Abschnitts. 
Als Folge wird die Diskussion der Euler-Lagrange-Gleichungen trivial: Nach ( 4.69| ) tragt 
in ( [4.23| ) nur der Summand q 
folglich haben wir 



1 bei. Die Grofien a^xy verschwinden nach ( [4.24 ) ebenfalls 



gW(x,y) = c^^P{x,y) 



und 



fur /i > 1 



so dafi die Euler-Lagrange-Gleichungen in jedem Fall erfiillt sind. 

Damit haben wir aller dings nicht die Situation behandelt, die uns eigentlich interessiert: 
Wie in Kapitel |2| beschrieben, ist ein realistisches Modell aus massiven und chiralen 
Fermionen aufgebaut; beim freien Projektor sind diese Teilchensorten in verschiedenen 
(4 X 4)-Spinorbl6cken zu linden. In diesem Abschnitt wollen wir als Vorbereitung auf 
den allgemeinen Fall den (4 x 4)-Block der chiralen Fermionen fiir sich untersuchen. 
Dieses Herausgreifen eines einzelnen Blocks ist sinnvoll, solange keine Wechselwirkung 
mit anderen Blocken stattfindet. Bei dieser Sichtweise ist die Spindimension in (4.23) also 
groBer als vier, wir betrachten aber Q{x,y) nur auf einem vierdimensionalen Teilraum 
des Spinorraumes. Fiir den Faktor {P{x,y) P{y, x)y~^ P{x,y) spielt das keine Rolle, wir 
k5nnen welter hin ( 4.68 ), ( [4.69| ) anwenden. Fiir die Grofien a^y ist diese Vorstellung aber 
wichtig, denn die Spur in ( [4.24[ ) ist dann iiber alle Spinorkomponenten (und nicht nur 
iiber den chiralen Block) zu bilden. Dadurch verschwinden die Omj i-a. nicht, sondern sind 
polynomial aus den Eigenwerten von P{x, y) P{y, x) in den massiven Blocken aufgebaut. 
Das einfachste Beispiel dieser Art ist bei Spindimension 8 ein System mit einem chiralen 
und einem massiven Fermionblock 



P{x,y) 



XL ^ {Po 



ko)ix,y) 



1 



{Pm - km){x,y) 



(4.70) 



(Der erste Summand wirkt auf die ersten vier, der zweite Summand auf die letzten vier 
Spinorkomponenten.) 

Wir betrachten die Einschrankung von ( 4.70| ) auf den ersten direkten Summanden; fiir die 



Koeffizienten a{'^\ erhalt man das gleiche Ergebnis wie beim massiven Projektor ( [4.30 ) 



Nilpotenz des chiralen Blocks 



Wir untersuchen die Gleichungen ( [4.31 ) und ( 4.2C| ) unter der allgemeinen Annahme, dafi 
( [4.68[ ) die Einschrankung von P auf den chiralen Block ist: Die Faktoren Umj in ( 4.23| ) 



sind nun nicht null zu setzen. Wir arbeiten wieder mit der Spektralzerlegung ( 4.26| ) fiir 
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festes X, y und fassen als (unbestimmte) KoefRzienten eines Polynoms in Xj auf. Da 

P{x,y) P{y,x) nur einen Eigenwert A = besitzt, vereinfacht sich ( 4.26D zu 



g['^](x,y) = fg'^^Pix,y) 



(4.71) 



Damit Bedingung ( [4.31 ) erfiillt ist, mufi folglich der Koeffizient fxy'^^ verschwinden. Anders 
ausgedriickt, mufi z = eine Nullstelle des Polynoms F{z), ( |4.45 ), sein. Bei einem zusammengesetzten 
fermionischen Projektor tritt dadurch eine zusatzliche Nullstellenbedingung auf, was i.a. 
einen hoheren Homogenitatsgrad zur Folge hat. Fiir ( [4.70| ) mufi beispielsweise h = A 
gewahlt werden; F(z) hat im Gegensatz zu ( [1.46| ) die Form 



Fiz) = z {z - Xi){z - X2) 



(4.72) 



Wir kommen zu den Euler-Lagrange-Gleichungen ( [4. 20] ). In Verallgemeinerung von 
(H) gilt 

P{x,z) P{z,y) = fiir alle X, y, z G M . (4.73) 

Wir nennen diese Gleichung die Nilpotenz des chiralen Blocks. Beim Umschreiben von 
( [4.20I) mit Integralkernen folgt mit ( [4.7l[) und ([4.73|) 



[P, Q]{x,y) 



d^z iPix,z)Qiz,y) - Qix,z)P{z,y)) 
d'z {P{x,z)P{z,y)) (/if)-/ii''^)) = 







(4.74) 



Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind also in jedem Fall erfiillt. Im Beispiel ( 4.70 ) konnen 
wir weiterhin mit h = 3 und F{z) in der Form ( |4.46| ) arbeiten. 



Wir kommen zu dem Schlufi, dafi fiir chirale Fermionen Gleichung (4.31) eine starkere 
Bedingung als die Euler-Lagrange-Gleichung ( [4.20| ) ist. Dies ist ein wesentlicher Unterschied 
zu den massiven Fermionen, bei denen wir ab Seite |121| begriindet haben, dafi ( 4.20| ) sogar 
(fiir den freien Projektor) ( [4.31| ) impliziert. Fiir diesen Unterschied ist die Nilpotenz des 
chiralen Projektors verantwortlich. 



Gleichung ( 4.74 ) ist niitzlich, weil sich dadurch in den fermionischen Projektor chirale 
Blocke einbauen lassen, ohne dafi der Homogenitatsgrad h erhoht werden mufi. Dies 
ist auch vom theoretischen Standpunkt befriedigend, weil dadurch chirale Blocke auf 
natiirliche Weise im fermionischen Projektor auftreten konnen. In dieser Hinsicht kann 
( [4.74| ) als Hinweis darauf verstanden werden, dafi die Beschreibung von Neutrinos gemafi 
( 4.67 ) sinnvoll ist. Aufierdem scheint ( [4.74 ) darauf hinzudeuten, dafi die Produktstruktur 
PQ, QP in den Euler-Lagrange-Gleichungen einen Sinn macht. Da diese Produktstruktur 
eng mit den Nebenbedingungen P"^ = P* = P bei der Variation von P zusammenhangt 
(ohne diese Nebenbedingungen hatten wir anstelle von ( [4.20 ) die Euler-Lagrange-Gleichungen 
( 4.31 )), kann ( 4.74 ) sogar als eine erste Bestatigung fiir das Prinzip des fermionischen 
Projektors angesehen werden. 



4.4 Systeme bei hoherer Spindimension 



Im vorangehenden Abschnitt [4.3[ haben wir die Form der Wirkung mit dem homogenen 
Polynomansatz wesentlich prazisiert. Nach der intrinsischen Methode haben wir nur noch 
den Homogenitatsgrad h als freien Parameter, um die Dynamik des Systems festzulegen. 
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Damit sind wir nun in einer guten Position, um unseren Ansatz zu testen. Wenn unser 
Konzept physikalisch sinnvoll sein soli, miissen die Wechselwirkungen des Standardmodells 
mit ihren Eichgruppen und Kopplungen aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (4.20) folgen. 
Mit dem Begriff des dynamischen Eichfeldes steht uns eine erste Methode zur Verfiigung, 
um einen Zusammenhang zwischen den Euler-Lagrange-Gleichungen und einer durch klassische 
Eichfelder beschriebenen Dynamik herzustellen. Darum wollen wir die dynamischen Eichgruppen 
bei Systemen mit mehreren Fermionsorten und der Spindimension 4n, n > 1 aUgemeiner 
untersuchen. 

Wir werden mit Systemen beginnen, bei denen der freie fermionische Projektor aus 
zwei (4 X 4)-Bl6cken aufgebaut ist; die Spindimension ist also 8. Aus physikalischer Sicht 
sollten diese Systeme die Isospinpartner 



n, s, t 



d, c, b 



bzw. 



e,/i,r 



beschreiben. Zur Einfachheit betrachten wir nur eine Teilchenfamilie; die Diskussion laBt 
sich aber direkt auf den allgemeinen Fall iibertragen, wenn man jeden (4 x 4)-Block 
des freien fermionischen Projektors aus mehreren Diracseen aufbaut. Wir nennen diese 
Systeme vereinfachten Quark- bzw. Leptonsektor. AnschlieBend untersuchen wir in verschiedenen 
Kombinationen direkte Summen der vereinfachten Quark- und Leptonsektoren. SchlieBlich 
kommen wir zu dem System von drei Quarksektoren und einem Leptonsektor. Dieses 
System ist genau aus den Fermionen des Standardmodells aufgebaut; wir hoffen, die 
Eichgruppe U{1) O SU{2) (g) SU{3) wiederzufinden. 

4.4.1 Vereinfachter Quarksektor 

Als freien fermionischen Projektor wahlen wir bei Spindimension 8 die direkte Summe von 

(H) 



P{x,y) 



1 



1 



iPm2 ^m2){^jy) 



(4.75) 



(Der erste Summand wirkt wieder auf die ersten vier, der zweite Summand auf die letzten 
vier Spinorkomponenten.) 

Die Parameter m\,m2 sind die (nackten) Massen der beiden Fermionsorten. Mit der 
Notation ( |3^ ) haben wir analog zu ( [4.43| ), ( |4.44p 



P{x,y) 
P{x,y) P{y,x) 



{i^fiiz)+giiz) I 1) e (i02(^) +52(^) I 1) (4.76) 
(i^fi + gi\ - iih + gi) e (i02 + 52 I - i02 + 92) (4.77) 



mit geeigneten Besselfunktionen /^^ , g^^j • 



eine Massenbedingung 



Genau wie in Abschnitt 4.3.1 folgt, daB der freie Projektor die Bedingung ( 4.31 ) erfiillen 
muB. AuBerdem wollen wir (mit Hinblick auf die schwache Wechselwirkung) fordern, 
daB unter den dynamischen Eichfeldern auch chirale Eichfelder sind. Wir begriinden, 
warum dies nur sinnvoll ist, falls die Massen aller Fermionen iibereinstimmen: Wir nehmen 
"mi 7^ m2 an. Zur Berechnung der Eigenwerte von (4.77) kann man die beiden direkten 



Summanden wie in Abschnitt 4.3.1 diagonalisieren. Man erhalt jeweils zwei Eigenwerte 
\il2 mit (zweifacher) chiraler Entartung. Da die Massenparameter mi,m2 in eingehen. 
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stimmen die Eigenwerte in den beiden Blocken nicht iiberein. Folglich besitzt ( 4.77| ) vier 
Eigenwerte mit jeweils zweifacher chiraler Entartung. Durch axiale Eichfelder wird die 
chirale Entartung aufgehoben, so dafi (4.77) dann i.a. acht verschiedene Eigenwerte besitzt. 
Wenn die axialen Eichfelder dynamische Eichfelder sind, muB ( 4.31 ) also auch im Fall ohne 
Entartung erfiillt sein. Dazu muB /i > 9 sein, was Bedingung ( 4.66| ) widerspricht. 

Im allgemeineren Fall mehrerer Teilchenfamilien erhalt man ganz analog, dafi alle 
Massenparameter im oberen und unteren (4 x 4)-Block iibereinstimmen miissenQ. Damit 
haben wir eine erste physikalische Aussage abgeleitet: die nackten Massen der Quarks 
miissen bei unserer Beschreibung unabhangig vom Isospin sein (also m„ = m^, rric = 
nis, nit = rrib). Leider lafit sich diese Bedingung fiir die schweren Quarks nur schlecht 
experimentell iiberpriifen, weil die effektiven Massen nicht genau aus den nackten berechnet 
werden konnen. Fiir die leichten Quarks u, d stimmt die Aussage aber sehr gut, wenn man 
die nackten und effektiven Massen einfach gleichsetzt. Wir bemerken, dafi die abgeleitete 
Massenbedingung nicht neu ist, sondern auch in einigen GUT-Theorien verwendet wird. Im 
Standardmodell konnen die Massen der Quarks jedoch unabhangig voneinander gewahlt 
werden. 



Bestimmung der dynamischen Eichgrupen 

Fiir mi = m2 = m stimmt ( [4. 751) im den beiden (4 x 4)-Bl6cken iiberein. Wir spalten 
den Spinorraum in der Form = (D'* (Cfg^ auf; dabei beschreibt der erste Faktor die 
Diracspinoren in jedem (4 x 4)-Block und der zweite Faktor den Index, welcher die beiden 
(4 X 4)-Bl6cke unterscheidet. Wir nennen den zweiten Faktor auch den Isospinraum. Mit 
dieser Notation haben wir 

P{x,y) = ^{Pm - km){x,y) liso 

Fiir die Bestimmung der chiralen Eichgruppen gehen wir genau wie fiir die massiven 



Fermionen ab Seite 129 vor: wir fiihren durch eine geeignete Storung des Diracoperators 
chirale Eichfelder ein, berechnen die Eigenwerte der Matrix P{x, y)P{y, x) und nutzen aus, 
dafi diese Eigenwerte fiir Storungen durch dynamische Eichfelder Nullstellen des Polynoms 
( [4.45| ) sein miissen. Zur Einfachheit beriicksichtigen wir nur die fiihrende Singularitat 
~ mP, wir nehmen also 

P{x,y) = co{i^z-^\l) liso (4.78) 



an. In der Storung 



+ Xl4r + XR 4l (4-79) 



des Diracoperators sind die chiralen Potentiale ^L/Ri-^) ^^'^ hermitesche (2 x 2)-Matrizen 
sind, genauer 

3 

4l/R = ^L/ii liso + E ^L/R<o (4.80) 



=1 



mit reellen Vektorfeldern B i/ji, B'^^j^. Die Potentiale haben also die Form wie bei einer 
lokalen U{2)l(^ ;7(2)ij-Eichsymmetrie. B^/r und B^^^ sind U{1)- bzw. S'C/(2)-Potentiale. 



In den folgenden Abschnitten [4.4.3| , |4.4.4 [l.4.5| werden wir aufierdem sehen, dafi die Bedingung 



h < 9 auch bei Spindimension > 8 gelton mufi. Ansonsten erhalt man namlich zu viele dynamische 
Eichfreiheitsgrade. 
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Wir verwenden fiir den Index a auch die Vektorschreibweise ^, also z.B. 

3 

"L/R ~ 



E 

a=l 



(4.81) 



Bei der Transformation von (4.78) durch Eich-/Pseudoeichterme tritt in Verallgemeinerung 

(4.82) 



von ( 4.59 ) ein zeitgeordnetes Exponential auf 

Xl/r P{x, y) — > Xl/r Texp ^-i j A{^^ (y - x)j^ P{x, y) 



Mit der Notation 



folgt fiir P{x,y) gemaB der rechten Seite von (f4.82|) 



L/R := Texp ( -i j A^^^^ {y - x) 



Xl/r P{x, y) P{y, x) = xl/r cq 



.-2 I 



y 



z ^) (g) [ /L/R /R/L 



X Jy 



(4.83) 



(4.84) 



Die Matrix P{x, y)P{y, x) ist auf den links- und rechtshandigen Unterraumen des Spinorraumes 
invariant 

P{x,y)P{y,x) = [xL P(.x,y) P{y,x) xl] © [xr P(.x,y) P{y,x) xr] 



Folglich geniigt es, die Eigenwerte von ( 4.84 ) auf (D|/j:j := Xl/r^^ 



^i/R © <cL zu 

bestimmen. Wegen der Produktstruktur von (4.84) miissen wir dazu die beiden direkten 
Faktoren diagonalisieren. Der erste Faktor besitzt die Eigenwerte ( 4.62 ). Der zweite Faktor 
hat als [/(2)-Matrix die Form 



ny nx 

/l /r = exp(z(^) exp(zw) , 

J X Jy 



ry r-x 

/r /l = exp(— i(^) exp(— zw) 

I X Jy 



(4.85) 



mit geeignetem ip S [0, 27r[, v E IR^, < \v\ < 1-k. Die Parameter v hangen nur von den 
(7(1)- bzw. 5C/(2)-Potentialen in ( [4.801 ) ab, also sehr ausfiihrlich 



exp(z(/7) = exp ( / (S;^ - 5^) {y - x). 



y -^A 



e-xp{iva) = Texp B{ {y - x)j aisoj Tex.p B^^{x-y)jai 

Die Matrizen ( [4.85| ) haben die Eigenwerte 

exp(i(^) (cos lb i sin -i?) bzw. exp(— i(/9) (cos 'd^i sin ■!?) 

wobei 1? = |?;| gesetzt wurde. Mit der Notation 



(4.86) 
(4.87) 



1 fiir a = 1 
-1 fur a = 2 



oder 



1 fiir c = L 
- 1 fiir c = R 



erhalten wir fiir P{x, y) P{y, x) folglich die acht Eigenwerte 
Acafc = Cg exp {iec^p + iecCfc-i?) x 



z ^ I z ^) fiir a = 1 
z^^ I z^^) fiir a = 2 



(4.88) 
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mit a,k = 1/2, c = L/R. 

Wir untersuchen die Entartung dieser Eigenwerte in Abhangigkeit von ip: Gemafi 
unserer formalen Behandlung der Acafc sind die Eigenwerte fiir unterschiedliches a in jedem 
Fall als voneinander verschieden anzusehen, also Xdk 7^ Xd2i- Fur = ip = hangt 
( [4.88| ) nicht von c, k ab, also besitzt P{x, y) P{y, x) zwei Eigenwerte mit jeweils vierfacher 
Entartung. Fiir = 0, 99 7^ und 99 = 0, t? 7^ haben wir X^ai = XLa2 / A/jai = ARa2 bzw. 
Aiai = Xjia2 7^ ALa2 = ^Rai, SO dafi es vier Eigenwerte mit jeweils zweifacher Entartung 
gibt. Fiir i? 7^ 0, 93 7^ ist die Entartung schlieBlich ganz aufgehoben. 

Man beachte, daB (f, v, "9 gemaB ( [4. 861) , ( [4.871 ) von x, y abhangen. Da wir die Singularitaten 
auf dem Lichtkegel und am Ursprung untersuchen, kommt es uns nur auf x, y auf dem 
Lichtkegel (also fiir (y— x)^ = 0) an. Damit gehen in die folgenden Uberlegungen genaugenommen 
auch (f, V, "i? nur fiir x, y auf dem Lichtkegel ein. Diese Einschrankung spielt fiir unsere 
Diskussion aber letztlich keine Rolle, zur besseren Ubersicht lassen wir sie ganz weg. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die dynamischen Eichfreiheitsgrade fiir beliebigen 
Homogenitatsgrad bestimmen: 

Im freien Fall hat P{x,y) P{y,x) zwei verschiedene Eigenwerte. Folglich muB (4.45) 
wenigstens ein quadratisches Polynom sein, also h > 3. Im Fall /i = 3,4 besitzt ( 4.45 ) 
hochstens 2 bzw. 3 Nullstellen. Also mufi 99 = ■(? = gelten (denn ansonsten hatte 
P{x,y) P{y,x) wenigstens vier Eigenwerte). Diese Bedingung ist nur dann fiir alle x,y 
erfiillt, wenn Al ^ gilt. Die dynamischen Eichf elder koppeln also an die links- und 
rechtshandige Komponente der Fermionen gleichermafien an; sie beschreiben eine lokale 
U (2)-Symmetrie. 

Fiir den Homogenitatsgrad 5 < h < 9 darf P{x, y) P{y, x) vier, nicht aber acht 
Eigenwerte besitzen. Folglich muB wenigstens einer der Parameter ■!?, 93 verschwinden. Da 
die Eichpotentiale makroskopische Grofien sind, konnen wir annehmen, dafi tD, ip glatte 
Funktionen in x, y sind. Wenn also fiir gegebenes (xq, yo) € MxM einer der Parameter ip 
nicht verschwindet, so ist dies auch noch fiir (x, y) aus einer kleinen Umgebung von (xq, yo) 
der Fall. Der andere Parameter muB dann in dieser Umgebung entsprechend verschwinden. 
Wir diskutieren diese Situation lokal, also fiir benachbartes x, y: Wir nehmen zunachst an, 
dafi 7^ 0, 93 = fiir ein festes x und beliebiges y £ Ux gilt, dabei ist Ux eine kleine 
(konvexe) Umgebung von x. Nach ( 4.86 ), ( [4.87|) mufi dann in dieser Umgebung Bi = Br 



und Bl 7^ Br gelten. Es diirfen also nur chirale 5'C/(2)-Potentiale auftreten, wahrend das 
C/(l)-Potential an die links- und rechtshandige Komponente der Fermionen auf die gleiche 
Weise ankoppelt. Falls fiir x sowie y £ Ux umgekehrt 93 7^ 0, = gilt, so mufi nach 



( [4.86|) , (14.871 ) Bl = Bf^ und Bl ^ Br gelten. Nun treten also nur chirale C/(l)-Potentiale 
auf. 

Im Fall h >9 darf P{x, y)P{y, x) acht Eigenwerte besitzen. Damit konnen -i?, 93 beliebig 
sein, und wir erhalten keine Bedingungen an die chiralen Potentiale. 
Unsere Ergebnisse sind in Tabelle iA. zusammengestellt. 

Wir bemerken, dafi unsere Diskussion in zweierlei Hinsicht nicht ganz vollstandig ist: 
Zunachst einmal miifiten wir auch die Eich-/Pseudoeichterme hoherer Ordnung in m 
beriicksichtigen. AuBerdem haben wir die Koeffizienten fil/ des Polynoms ( 4.45| ) einfach als 
frei wahlbare Konstanten angesehen. Es ist im Moment nicht klar, ob sich die abgeleiteten 
Bedingungen an die fxl) tatsachlich durch geeignete Wahl der Parameter C{p} realisieren 
lassen. Damit unsere Darstellung nicht zu technische wird, werden wir darauf an dieser 
Stelle nicht genauer eingehen (siehe Abschnitt . Wir nehmen vorweg, dafi das Ergebnis 
von Tabelle 4.1 auch im allgemeinen Fall giiltig ist. 
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Tabelle 4.1: Dynamische Eichgruppen im vereinfachten Quarksektor 



Homogenitatsgrad 


dynamische Eichgruppe 


Stoning des Diracoperators 


/i = 3,4 


U{2) 


^ 

+ (Tiso 


h = 5,...,8 


Uil)'g)SUi2)L<g)SUi2)R 
oder 

U{1)l0U{1)r(S)SU{2) 




h>9 


U{2)l®U{2)r 


XBiA + ^iso) + Xd^R + ^R ^iso) 



globale Bedingungen 



Wir wollen prazisieren, wie das Wort 'oder' in Tabelle 4.1 zu verstehen ist: Fiir 5 < /i < 8 
miissen die Linienintegrale ( [4.86| ), ( |4.87] ) fiir jedes x, y eine der beiden Bedingungen ip = 
oder V = erfiillen. Mit einer lokalen Uberlegung haben wir gesehen, daB es Gebiete in 
der Raumzeit gibt, wo 



Bl = Br 



oder 



Bl = Br 



(4.89) 



gilt. Wir begriinden, warum sogar in der ganzen Raumzeit die gleiche Bedingung erfiillt 
sein mui3: Wir nehmen an, daB die Potentiale in zwei Gebieten A, B die Form = Br, 
Bl ^ Br bzw. Bl / Br, Bl = Br haben. Wenn wir nun x im Gebiet A und y in B 
wahlen, tragen in den Linienintegralen ( [4.86| ), ( f4.87| ) i.a. sowohl Bl — Br als auch i?£ — Bf^ 
bei. Damit folgt 7^ und v ^ 0, so dafi ( |4.89D verletzt ist. 

Damit gibt es genau zwei Moglichkeiten: die lokale dynamische Eichgruppe ist in 
der ganzen Raumzeit entweder U{1)l U{1)r (g) SU{2) oder U{1) ® SU{2)l ® SU{2)r. 
Durch ihren globalen Charakter scheint die Uneindeutigkeit der dynamischen Eichgruppe 
weniger problematisch zu sein. Es bleibt allerdings unbefriedigend, dafi die Dynamik mit 
der intrinsischen Methode nicht eindeutig festgelegt ist. Es ware also wiinschenswert, 
die dynamische Eichgruppe mit zusatzlichen mathematischen Bedingungen vollstandig 
zu fixieren. 

In unser Argument ging entscheidend ein, dafi in d^H), ( KM ausgedehnte Linienintegrale 
vorkommen, so dafi die Potentiale auch an entfernten Raumzeit-Punkten miteinander in 
Beziehung gesetzt werden konnen. Da beim Studium des Kontinuumslimes oft Linienintegrale 
auftreten, fiihren wir folgenden niitzlichen Begriff ein: Wir nennen allgemein Bedingungen, 
die aus Relationen zwischen ausgedehnten Linienintegralen folgen, globale Bedingungen. 
Das Auftreten globaler Bedingungen hangt letztlich damit zusammen, dafi die Wirkung 
([4.8D nichtlokal ist (also, dafi darin P(x,y) fiir x ^ y eingeht). 



4.4.2 Vereinfachter Leptonsektor 



Wir wahlen bei Spindimension 8 als freien Projektor die direkte Summe von ( ^!67|) und 



P{x,y) 



XL 7T (Po - ko){x,y) 



[Pm - km){x,y) 



(4.90) 



Dieser Projektor ist uns schon mit ( [4.70| ) begegnet, wir haben daran die Bedeutung der 
Nilpotenz des chiralen Blocks erklart. In diesem Abschnitt wollen wir ( 4.70| ) allgemeiner 
untersuchen. Insbesondere miissen wir den Fall studieren, dafi die chiralen Eichpotentiale 
im Isospin nicht diagonal sind. 
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Pinning der rechtshandigen Komponente 

Zur besseren physikalischen Anschauung nennen wir den ersten und zweiten direkten 
Summanden in (4.90) Neutrino- bzw. Elektronblock. Mit der Storung ( [4.79| ) des Diracoperators 
fiihren wir wieder chirale Eichpotentiale ein. 

Wir betrachten zunachst die Storungsrechnung fiir P{x,y). Mit der Notation von 
Kapitel|besitzt ( ^!90|) eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie; die Asymmetriematrizen 
X, Y haben (in Blockmatrixdarstellung) die Form 

■ ■ (-) 

Mit chiraler Asymmetrie treten bei der Storungsrechnung i.a. nichtlokale Linienintegrale 
auf. Wir haben in Kapitel |2| die Forderung aufgestellt, dai3 alle nichtlokalen Linienintegrale 
verschwinden miissen. Fiir die Storung ( [4.79 ) des Diracoperators bedeutet diese Bedingung, 
daB (4.79) in der Form 

XR UL{i^ + ^lWl' + XL UR{i^ + (4.92) 

mit geeigneten unitaren C/(2)-Matrixfelder Uijn und [/(2)-Potentialen if^/^ darstellbar ist, 
welche mit der chiralen Asymmetriematrix kommutieren 

[Xl/r, Hl/r] = . (4.93) 



Fiir die linkshandige Komponente ist ( 4.93 ) wegen Xl = 1 trivialerweise erfiillt, folglich 
kann das Potential in ( [4.79 ) beliebig sein. Fiir die rechtshandige Komponente liefert 
(PI) dage gen mit 

i^M ) die Bedin gung 

Hr] = , also Hr = liso + Hlal, 

Damit keine nichtlokalen Linienintegrale auftreten, muB die Storung des Diracoperators 
also die Form 

XR {i^ + 4l) + XL U{i^ + mU-^ (4.94) 

haben, dabei ist v^j^ ein ?7(2)-Potential, U ein unitares C/(2)-Matrixfeld und H ein im 
Isospin diagonales Potential. 

Es ist giinstig, fiir den gestorten Diracoperator eine andere Eichung zu wahlen: Nach 
der verallgemeinerten Phasentransformation 

^'(x) ^ U-\x)'^{x) (4.95) 

der Wellenfunktionen verschwinden U,U^^ im zweiten Summanden von ( [4.94 ) und nach 
der Ersetzung 

u-'4LU + ^u-H^u) ^ 4l 

auch im ersten Summanden. Folglich geniigt es, anstelle von ( [4.94 ) die Storung des Dirac- 
operators 

^ + XR 4l + XLp (4.96) 

zu betrachten. 

Wir konnen das Potential H welter vereinfachen: H koppelt an die rechtshandige 
Komponente der Fermionen an. Da H diagonal ist, findet in der rechtshandigen Komponente 
keine Mischung des Elektron- und Neutrinoblocks statt. Wir konnen also sagen, dafi die 
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obere und untere Isospinkomponente F^j^ H von H ausschliefilich an die rechtshandigen 
Neutrinos bzw. an die rechtshandigen Elektronen ankoppelt (wir verwenden die Notation 
= ^(1 ibcj^)iso)- Da die Neutrinos rein hnkshandig sind, spielt das Potential Fi H gar 
keine RoUe^ und wir konnen H in der Form 

H{x) = h{x)F2 

wahlen. 

Nach diesen Uberlegungen hat die Storung des Diracoperators die Form 



+ xr4l + XL 4 



R 



(4.97) 



mit chiralen Potentialen 



4r - 9rF2 



(4.98) 



Diese Potentiale haben die Form wie bei einer lokalen U {!) l®U {!) SU (2)2,-Symmetrie. 
Physikalisch ausgedriickt bedeutet die Bedingung fiir 4r ii^ ([1-98|) , daB es keine Eichwechselwirkung 
zwischen den rechtshandigen Fermionen im Elektronblock und dem Neutrinoblock geben 
darf. Wir nennen diesen Effekt Pinning der rechtshandigen Komponente. Das Pinning 
ist in Ubereinstimmung mit dem Standardmodell (denn die SU{2) der elektroschwachen 
Wechselwirkung koppelt nur an die linkshandige Komponente der Fermionen an). Wir 
haben das Pinning aus der mathematischen Forderung abgeleitet, daB keine nichtlokalen 



Linienintegrale auftreten diirfen. Mit der Sprechweise von Seite 139 handelt es sich bei 
dieser Forderung um eine globale Bedingung. 



Transformation der Nilpotenz 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir mit der Untersuchung der Eich-/Pseudoeichterme 
beginnen. Zur Einfachheit beriicksichtigen wir wieder nur die fiihrende Singularitat ~ mP 
auf dem Lichtkegel; wir nehmen also fiir den freien Projektor mit der Notation ( p.§| ) 

P{x,y) = \xL Co {iiz-"^ I 1)1 © [co {iiz-^ I 1)1 = Xiso ® Co {iiz-"^ \ 1) 



an. Die Eich-/Pseudoeichterme beschreiben dann fiir die Storung ( 4.971) , ( [4.98 ) des Dirac- 
operators die Transformation 



XL/RP{x,y) — > cqXl/r^l/r ^/R {i^z 2 I 1) 



(4.99) 



wobei wir fiir die zeitgeordneten Integrale wieder die Schreibweise ( 4.83 ) verwenden. Als 



Folge von ( [4.98| ) ist jn im Isospin diagonal und kommutiert mit Xji, also 







oder allgemeiner 



Jl/B, Xl/r 







(4.100) 



Diese Gleichung ist iibrigens auch eine notwendige Bedingung, damit P gemafi (4.99) ein 
hermitescher Operator ist. 

*Wir bemerken, dafi FiH bei der Storungsrechnung fiir P(x,y) ganz allgemein wegfallt. In Anhang F 
sieht man dies explizit fiir die Eich-/Pseudoeichterme und Massenterme. 
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Falls die chiralen Potentiale im Isospin diagonal sind, konnen wir die Ergebnisse 
von Abschnitt 4.3 anwenden: im Elektronblock mufi die Verscharfung ( 4.31| ) der Euler- 
Lagrange-Gleichungen gelten, im Neutrinoblock sind die Euler-Lagrange-Gleichungen als 
Folge der Nilpotenz ( 4.74 ) trivialerweise erfiillt. Im allgemeinen Fall findet nach (|4.99| ) 
eine Mischung des Elektron- und Neutrinoblocks statt. Wir miissen untersuchen, wie sich 
das in den Euler-Lagrange-Gleichungen auswirkt. 

Im ersten Schritt untersuchen wir [P, Q] (x, y) in Blockmatrixdarstellung: Bei diagonalen 
Potentialen gilt 

/ \ 



* 



(4.101) 



wobei '*' eine beliebige (4 x 4)-Untermatrix bezeichnet. Damit miissen die Euler-Lagrange- 
Gleichungen nur auf einem vierdimensionalen Unterraum des Spinorraums betrachtet 
werden. Auch im allgemeinen Fall, also P{x,y) gemaB der rechten Seite von ( 4.99| ), ist 
P{x, y) singular, genauer 



FiXRP{x,y) = XRPix,y)Fi = 

Aufierdem ist P{x, y) ungerade 

{p,P{x,y)} = 



(4.102) 



Da der q-te Summand in ( [4. 231 ) aus {2q — 1) Faktoren der Matrizen P{x,y), P{y,x) 
aufgebaut ist, ist Q{x,y) ebenfalls ungerade. Die Relationen ( [4.102| ) sind auch erfiillt, 
wenn wir P durch Q ersetzen, denn gemaB (4.23) gilt mit der Notation ( [4.27 ) 



FiXRQ^'Hx,y) = j2&''(PiXRP{x,y)){P{y,x)P{x,y)y-' ^ 



9=1 
h 

XRQ^''\x,y)F, = 5]/(.f)(P(x,y)P(y,x))'^-i (XHP(x,y)Fi) ^ 

9=1 

Wir wenden diese Gleichungen auf den Kommutator [P,Q]{x,y) an und erhalten 

F,XR [P,Q]{x,y) 

= j (fz ((Fi XR P{x, z)) Qiz, y) - (Fi XR Q{x, z)) P(z, y)) = (4.103) 
XL [P,Q]{x,y)F, 

d^z {P{x,z){xRQ{z,y)Fi) - Q{x,z){xRP{z,y)F,)) = . (4.104) 



Da die Matrix [P,Q]{x,y) als gerade Matrix auBerdem auf invariant ist, hat sie die 
Form 

[P, Q]{x,y) = XL XL ® XR (^l XR ■ (4.105) 

Folglich brauchen die Euler-Lagrange-Gleichungen wieder nur auf einem vierdimensionalen 
Unterraum des Spinorraums untersucht zu werden, nur hat dieser Unterraum gegeniiber 
( [l.lOlp eine allgemeinere Form. 
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die Nilpotenz bei spektraler Zerlegung von Q 



Um genauer zu analysieren, welche Freiheitsgrade von Q in den Euler-Lagrange-Gleichun- 
gen gemafi ( 4.105| ) verschwinden, wollen wir die spektrale Zerlegung von Q, (4.26), in die 
Euler-Lagrange-Gleichungen einsetzen. 

Als Vorbereitung miissen wir die Eigenwerte der Matrix P{x, y) P{y, x) bestimmen: 
Bei der Zerlegung = (C^ ®<D|,o) {(D% OCL) des Spinorraumes zerfallt P{x, y) P{y, x) 
in der Form 



P{x,y) P{y,x) 



XL cl iiz-' I iz-^) 



y 

X Jy 



XR cl iiz-' I iz-^) 



F2 /R /L 

X Jy 



(4.106) 



Die Faktoren xl/r Cq (^-2 ^) besitzen jeweils die beiden Eigenwerte Ai^, ( 4.62| ). Damit 

bleiben die Isospinmatrizen zu untersuchen. Mit der Notation 

= e*"^^ exp(iw) = e**^^ (cos + intj sin ■!?) 

J 7 ry 
J X 

und •& = \v\, n = v/'d (falls i? = ist, setzen wir n = (0, 0, 1)) haben wir 



L k F2 

Jx Jy 



ry 

F2 k L 

Jx Jy 



Ji'PL-'PB.) 



exp(w(T) F2 

I (mi + 722) sint? 
I cos 1? — in^ sin 'd 



F2 e*(^«-^-^) exp(-i'i;a 



\ 

(— ini + 712) siwd cos + sin j 

Diese beiden Matrizen haben mit der Abkiirzung (p = ipi — die Eigenwerte 

0, e*'^(cos — m3 sini?) bzw. 0, e"**^^ (cos + ma sin t?) 

Fiir die Eigenwerte \cak (o; ^ = 1/2, c = L/R) von (P^ ) folgt mit einer Notation analog 
zu ( 148^ ) 

(4.107) 
(4.108) 



Acai — — : Ai 
\ — ^2 



(z ^ I z ^) fiir a = 1 
(z~i I z-^) fur a = 2 



Cq exp(zec9?) (cos — iecH-s sini?) x 

Die zugehorigen Spektralprojektoren bezeichnen wir mit Ei, E^ak- 

Nun konnen wir die Spektralzerlegung (4.26) in den Euler-Lagrange-Gleichungen untersuchen. 
Mit der Schreibweise (|4.2S| ) gilt 



= [P,Q["l](x,y) 



d^z {P{x,z)Q^^\z,y) - Q['^](x,z)P(z,y)) 



^ j (fz {Vzy{\cakiz,y)) P{x,z) Ecak{z,y) P{z,y) 

-VxziKakix^z)) Ecak{x,z) P{x,z) P{z,y)) 



c,a,k 



(4.109) 
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Gemafi (|4l05| ) erwarten wir, dafi in ([4.10g| ) einige Beitrage verschwinden. In Verallgemeinerung 
der Situation bei diagonalen Eichpotentialen konnte man vermuten, daB alle Summanden 
fiir A; = 1 als Folge der Nilpotenz wegfallen. Nach Einsetzen von ( [4.107 ) und Ausfiihrung 
der Summen liber a, c bedeutet diese Vermutung, dai3 der Ausdruck 

y (V.yiO) P{x, z) Ei{z, y) P{z, y) - V^O) Ei{x, ^) Pi^, ^) ^(^, v)) (4.110) 

unabhangig von Vzyi^), VxziO) verschwindet. Das folgende Lemma zeigt, daB das tatsachlich 
der Fall ist: 



Lemma 4.4.1 Fiir alle Raumzeit-Punkte x,y,z gilt 

P{x,z) Ei{z,y)P{z,y) = Ei{x, z) P{x, z) P{z,y) 







Beweis: Da P{x,y) P{y,x) in der Form (4.106) zerfallt, ist auch Ei auf invariant. 
Aus den Relationen 



Ei{x,y)Pix,y)P{y,x) = P{x,y) P{y,x) Eiix,y) = 
folgt mit ( 4.106| ) auBerdem 

= 



cy 

XLEi{x,y) ( L k F2 



X Jy 



ry 

XREi{x,y) (FilR IL 



X Jy 



XL 



/ ry rx 

[J^J^F^] Ei{x,y) 



XR [Fi 



y rx 



X Jy 



Ei{x,y) 







(4.111) 

(4.112) 
(4.113) 



Mit der Schreibweise 



p{x,y) 



CO {^z~^ I ^z~^) 



erhalten wir schlieBlich 

P{x,z) E,iz,y)Piz,y) = P{x, z) {xL + XR)Ei{z,y) P{z,y) 
XLF2IR Ei{z,y)[L +xrI^ Ei{z,y) k F2 



( |4.10C| ) 



p{x,z) 
p{x,z) 



p{z,y) 



- rz ry rz f \ fV 

Jl Jr Jl XL (JL Jr Faj Ei{z,y) Jl 

+JlxrEi {z, y) (^F2 JrJl ^Jl 



p{z,y) 







Ei{x,z) P{x,z) P{z,y) = Ei{x,z){xL + XR)P{x,z)P{z,y) 



Ei{x,z) 
Ei{x,z) 
& 



rz ry rz ry' 

XL L k F2 + XR F2 k L 

Jx J Z J X J z . 



p{x,z)p{z,y) 



XL [ L k F2] k k +XR [F2k L] L L 



X Jy 



Jx J z 



X J Z / J X J z 



p{x,z)p{z,y) 



□ 
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Die Euler-Lagrange-Gleichungen (|4.8| ) reduzieren sich also auf die Bedingung 



= ['^^^ iV.yiXca2{z,y)) Pix,z) E,a2iz,y)Piz,y) 

c,a 

-'Pxz{Ka2ix,z)) Eca2{x,z) P{x,z) P{z,y)) 



(4.114) 



Wie man im Spezialfall diagonaler Eichpotentiale sieht, lai3t sich ( [4.114| ) unter Ausnutzung 
der Nilpotenz nicht weiter vereinfachen. Von nun an konnen wir genau wie fiir massive 
Fermionen ab Seite 121 argumentieren und kommen zu dem Ergebnis, daB ( |4.114| ) sogar 
die starkere Bedingung 



Y'Pxy{Ka2{x,y) Eca2{x,y) P{x,y) ~ 



(4.115) 



impliziert. Im Spezialfall diagonaler Eichpotentiale vereinigt ( [4.115 ) die beiden Gleichungen 
(4.31) , ([1.74 ). Mit Hilfe von ( [4.115 ) lassen sich unsere Uberlegungen zur Nilpotenz (siehe 
Seite [133[) direkt auf den Fall auBerdiagonaler Eichpotentiale iibertragen. Insbesondere 
konnen wir die Nilpotenz weiterhin fiir eine Verkleinerung des Homogenitatsgrades ausnutzen. 



ein weiteres Argument fiir das Pinning 

Wir haben das Pinning der rechtshandigen Komponente aus der Bedingung abgeleitet, daB 
alle nichtlokalen Linienintegrale verschwinden miissen. Um sehr streng zu sein, konnte man 
diese Bedingung lediglich als eine technische Forderung ansehen, damit die Storungsrechnung 
fiir P(x, y) nicht zu kompliziert wird. Diese Sichtweise ist zwar zu einfach (besonders, well 
die Storungsreihe mit nichtlokalen Linienintegralen gar nicht zu konvergieren scheint); 
trotzdem war unsere Begriindung von ( [4. 981) nicht voUig befriedigend. Es ist namlich nicht 
klar, wie sich die nichtlokalen Linienintegrale genau in den Euler-Lagrange-Gleichungen 
auswirken. 

Aus diesem Grund wollen wir ein weiteres Argument fiir das Pinning anfiihren, das 
auf nichtlokale Linienintegrale keinen Bezug nimmt: 

Entscheidend fiir die Vereinfachung der Euler-Lagrange-Gleichungen durch die Nilpotenz 
gemaB ([1.105D , ( [4.114[ ) waren die Relationen ([4.103[) , ([4.104[ ). Wir wollen unter suchen, wie 
sich diese Gleichungen ohne Pinning verhalten. Zur Einfachheit diskutieren wir nur einen 
der auftretenden Summanden 

= FiXR{PQ)ix,y) = J d^zFiXRP{x,z)Qiz,y) , (4.116) 

fiir die anderen Summanden kann man ganz analog argumentieren. 

Zunachst betrachten wir die Storung ([1.94[ ) des Diracoperators. Da sich dieser Fall 
durch die Eichtransformation ( [4.95|) auf ( [4.96| ) zuriickfiihren lafit, iibertragt sich ( |4.116| ) 
unmittelbar, namlich 



und folglich 



= Jd^zFiXRU-\x)P{x,z)Q{z,y) 



F^U-\x)xR{PQ){x,y) = 



(4.117) 



(4.118) 



Wir kommen zum Fall ohne Pinning, also der allgemeinen Storung (4.79) des Diracoperators. 
Da nun bei der Storungsrechnung nichtlokale Linienintegrale auftreten, konnen wir iiber 
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P{x, y) keine genauen Aussagen machen. In jedem Fall gehen in -P(x, y) aber die chiralen 
Potentiale langs der Verbindungsstrecke xy (oder sogar langs der Geraden xy) ein, also 
symbolisch 

XRP{x,y) — > XRJ^xyP{x,y)My^ 

(siehe audi Gleichung (??) in Anhang E). Damit iibertragt sich Gleichung ( 4.116| ) in der 
Form 

j (fz Fi XR Kz P{x, z) Q{z, y) = (4.119) 



Im Unterschied zu ( 4.117 ) tritt nun anstelle von U ^{x) der Faktor A/"^/ auf. Da dieser 



Faktor von z abhangt, konnen wir ihn nicht vor das Integral ziehen. Damit ist es nicht 



moglich, eine Operatorgleichung der Form ( 4.118 ) abzuleiten 



Ohne Pinning bricht also die Nilpotenz zusammen. 



Bestimmung der dynamischen Eichgruppen 



Die dynamischen Eichgruppen lassen sich mit Hilfe der Eigenwerte ( 4.1071 ), ( [4.108 ) und 
( [4.115| ) ganz ahnlich wie fiir den Quarksektor berechnen. 



Als Folge der Nilpotenz brauchen wir gemafi ( 4.115D nur die Eigenwerte ( [4.108| ) zu 



beriicksichtigen; diese miissen Nullstellen des Polynoms Vxy{^)-, (|4.29D , sein. Damit die 
Euler-Lagrange-Gleichungen im freien Fall erfiillt sind, mui3 /i > 3 gelten. 

Fiir /i = 3, 4 muB die chirale Entartung \La2 = ^Ra2 erhalten sein. Dafiir gibt es zwei 
Moglichkeiten: 

1. n3 = 1 und = 1?. 

2. n3 7^ 1 und tp = 0, n-s = 0. 

Im ersten Fall sind alle dynamischen Eichpotentiale im Isospin diagonal. Sie beschreiben 
eine lokale C/(1)(8'C/(1)L-Symmetrie, wobei das U{1)- und ?7(1)L-Eichfeld an den Elektron- 
bzw. Neutrinoblock ankoppelt. Im zweiten Fall haben die Potentiale zunachst die Form 

Al = A + Bi al^ + B2 crl^ , Ar = A F2 

Damit 713 bei beliebigen zeitgeordneten Linienintegralen iiber A^ verschwindet, miissen 
die Potentiale -61^2 in einem festen Verhaltnis zueinander stehen, also 

Bi{x) = aB{x) , B2{x) = [5 B{x) fiir alle x 

Nach einer globalen Eichtransformation konnen wir Al = A + B al^^ annehmen. Wir 
haben also wieder eine lokale U{1) ® ?7(1)L-Symmetrie; das C/(l)2,-Potential ist aber nun 
im Isospin aui3erdigonal. Die Entscheidung zwischen den beiden Moglichkeiten wird durch 
globale Bedingungen (siehe Seite 139) festgelegt. 



Fiir h> A konnen die vier Eigenwerte Xca2 beliebig sein, so dai3 man die voile U{1)l < 
U{1)r (8) SU{2)l als dynamische Eichgruppe erhalt. 



Die Ergebnisse fiir die dynamischen Eichgruppen sind in Tabelle |4.2| zusammengestellt 
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Tabelle 4.2: Dynamische Eichgruppen im vereinfachten Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


dynamische Eichgruppe 


Storung des Diracoperators 


/i = 3,4 


[/(l)L0f/(l) 

oder 
U{1)l^U{1) 


XR -^crio + Xr4 + Xl4F2 


h>5 


U{1)l(S)U{1)r0SU{2)l 


XR 4l + XL 4r F2 + XR $ S\so 



4.4.3 Mehrere vereinfachte Quarksektoren 

Wir wahlen bei Spindimension 8s, s > 1 als freien fermionischen Projektor die direkte 
Summe von s Quarksektoren 



2s 



(4.120) 



Fiir die Beschreibung der Colour- Freiheitsgrade ist der Fall s = 3 interessant. Im Hinblick 
auf die SU{3) der starken Wechselwirkung erwarten wir allgemein, dafi die dynamische 
Eichgruppe die Gruppe SU{s) enthalt. Gemafi der rechten Seite von ( P^ ) kann P nicht 
eindeutig in (8 x 8)-Sektoren zerlegt werden, sondern zerfallt in 2s identische massive 
Fermionblocke. Wir miissen eine Erklarung dafiir finden, warum sich bei Einfiihrung einer 
Eichwechselwirkung einzelne (8 x 8)-Sektoren ausbilden. 

Bestimmung der dynamischen Eichgruppen 

Wir fiihren mit der Storung 

— > + XR 4l + XL 4r 

des Diracoperators chirale U (2s)-Potentiale 4l/r Diese Storung hat die Form wie bei 
einer lokalen U{2s)l ® C/(2s)R-Eichsymmetrie. Fiir die Untersuchung der Eich-/Pseudo- 
eichterme beriicksichtigen wir wieder nur die fiihrende Singularitat ~ mP\ wir nehmen also 
bei einer Zerlegung (D^** = (8> (D^* des Spinorraumes fiir den freien Projektor 

P{x,y) = CO {i^z-"^ I 1) ® 1 

an. Die Eich-/Pseudoeichterme beschreiben dann die Transformation 

XL/RP{X:y) ^ XL/RCo{iiz-^\l) jh/R . (4.121) 

J X 

Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix P{x,y) P{y,x): Fiir P{x,y) gemafi der 



rechten Seite von ( 4.121 ) haben wir 



XL/RP{x,y) P{y,x) = XL/Rcl{iz 2 



Iz-^) (g> [ /L/R JR/L 



(4.122) 



Der erste direkte Faktor hat wieder die beiden Eigenwerte Xi^, ( [4.62| ). Wir nehmen an, 
dafi die unitare (2s x 2s)-Matrix 



U. 



xy 



J x Jy 



(4.123) 
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die Eigenwerte ui, . . . , V2s besitzt, wobei wir die Eigenwerte mit ihrer Vielfachheit zahlen. 
Die Matrix 

ry 

/R /L = 

J X Jy 

hat dann die Eigenwerte Pf, . . . ,1^. Da die Matrix P{x,y) P{y,x) auf (D|/^ := Xl/r^^"' 
invariant ist, erhalt man aus ( 4.122 ) fiir ihre Eigenwerte Xcak (c = L/R, a = 1/2, k = 
l,...,2s) 



A 



Lak 



ak 



Co Vk X 



Co l^k X 





-2 


Z 




fiir 


a = 


1 




-1 


Z 




fiir 


a = 


2 




-2 


z 




fiir 


a = 


1 




-1 


z 




fiir 


a = 


2 



(4.124) 
(4.125) 



Wir konnen nun die dynamischen Eichfreiheitsgrade in Abhangigkeit des Homogenitatsgrades 
bestimmen. Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind, miissen die Eigenwerte 
Xcak Nullstellen des Polynoms Vxy^X), ( [4.29| ), sein. Fiir den freien Projektor erhalten wir 
wieder die Schranke h >3. 

Fiir /i = 3, 4 miissen die Eigenwerte in c,k entartet sein, also XLak = XRai- Es folgt 
Uxy = 1, so daB lediglich C/(2s)-Eichpotentiale auftreten konnen. 

Interessanter ist der Fall h = 5,6. Wir untersuchen die Situation zunachst fiir festes 
x,y. Bei den komplexen Zahlen Vk,Vj^ diirfen nun hochstens zwei Werte vorkommen, also 



< 2 



# a(C/,,)Ua(C/* 



(c7(.) bezeichnet das Spektrum einer (2s x 2s)-Matrix). 

Damit diese Bedingung erfiillt ist, muB Uxy in einer Untergruppe G von U{2s) liegen, 

Uxy ^ G d U{2s) 

Zur Einfachheit nehmen wir an, dafi Uxy durch geeignete Wahl der chiralen Potentiale 
^L/R jeden Wert in G annehmen kannQ. 

Mit dem folgenden gruppentheoretischen Lemma konnen wir G bestimmen: 

^An folgender Konstruktion sieht man, dafi dies tatsachlich eine einschrankende Annahme ist: Sei H C 
U{2s)l ® U{2s)r die dynamische Eichgruppe. Wir bezeichnen die Projektionen von H auf die erste bzw. 
zweite Komponente mit pi^^ji 

Pl/r ■■ H — > U{2s)^R ; 
Pi^/R sind Darstellungen von H auf U{2s). Wir betrachten die Abbildung 

U : H ^ [/(2s) : h — ^ pL(h) pR^h-^) 

Die Matrix Uxy liegt im Bild von U 



(4.126) 



Uxy — U {hxy^ 



mit 



hxy — 



Bei geeigneter Wahl der dynamischen Eichpotentiale langs xy durchlauft hxy alle Elemente von H . Das 
Bild von U ist i.a. keine Untergruppe von U{2s), insbesondere da 



U{g)U{h) = pL{g)pR{g ^) pL{h) pR{h ^) / pL{g) PL{h) pR{h' 



U{gh) 



Um den allgemeinen Fall zu behandeln, miifite man die Abbildung U, (4.126), genauer studieren. Der 
Autor vermutet, dafi man dabei zu dem gleichen Ergebnis wie unter unserer vereinfachenden Annahme 
Im U = G kommt, konnte das aber bisher nicht allgemein beweisen. 

Wir werden diese technische Unsauberkeit im folgenden ignorieren. 
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Lemma 4.4.2 Jede nichttriviale Untergruppe G C U{2s), bei der alle Elemente g £ G 
die Bedingung 

#{a{g)Ua{g*)) < 2 (4.127) 

erfullen, ist isomorph zu U{1) oder SU{2). Die induzierte natiirliche Darstellung von U{\) 
hzw. SU{2) ist unitar dquivalent zu einer der folgenden Darstellungen: 

U{1) U{2s) : exp(i(/7) exp(iy?f © exp(-i(/?)'? mitp + q = 2s (4.128) 

SU{2) U{2s) : exp(iw) ^ (exp(iw))2' (4.129) 

Beweis: Wir fassen G als abstrakte Gruppe auf und betrachten die natiirliche Darstellung 

p : G ^ U{2s) 

Nach Definition ist p treu. Wir betrachten den maximalen Torus T von G (also eine 
maximale abelsche Untergruppe von G). T habe Dimension m. p induziert eine treue 
Darstellung von T 

p : T ^ U{2s) : {ipi, . . . ,ipjn) p{ipi, . . . , ipm) 

Die Eigenwerte der Matrix p{(pi, . . . ,(pm) enthalten Faktoren exp{ziziipj). Folglich kann 
( [4.127| ) nur dann erfiillt sein, wenn m = 1 ist. Die einzigen Untergruppen von U{2s) mit 
eindimensionalen maximalen Tori sind U{1), SU{2). 

Im Fall G = U{\) gibt es lediglich die irreduziblen Darstellungen 

Pn : exp(i(/7) exp{inip) mit n G Z . (4.130) 



Damit die Matrix p{g) Bedingung ( |4.127D erfiillt, mufi sie in irreduzible Darstellungen 



zerfallen, bei welchen sich die Koeffizienten n in (4.130) nur um relative Vorzeichen 
unterscheiden, also 

p : exp(i(^) ex.p{inipy © exp{—irnpy 

mit geeigneten p,q > und p + q = 2s. Da p treu ist, folgt schlief51ich n = 1. 

Im Fall G = SU{2) sind die irreduziblen Darstellungen die Spindarstellungen pj : 
SU{2) U{2J + 1) mit Spin J G IN/2. Die unitaren Matrizen pj{g), g I besitzen 
2 J + 1 verschiedene EigenwerteP|. Also kommen nur die triviale Darstellung pQ und die 
identische Darstellung pi in Frage. Die Matrizen pQ(exp(iva)), pi(exp(iva)) besitzen die 

2 ^ 2 

Eigenwerte 1 bzw. exp(ibi|7;|). Damit ( [4.127 ) erfiillt ist, darf die irreduzible Zerlegung von 



p entweder nur aus direkten Summanden po oder nur aus pi bestehen. Da p im ersten Fall 



nicht treu ware, folgt ( 4.129 ). □ 



Zur Erlauterung betrachten wir das einfache Beispiel 

/9 1 (g) p 1 = PO © pi 

Die Matrix exp{iva) ^ exp{iva) besitzt die Eigenwerte exp(±j|w|) exp(±j|wj), also 

1 mit zweifacher Entartung 

exp(±2i|i5'|) ohne Entartung 

Da po trivialerweise Eigenwert 1 besitzt, hat die Matrix pi{exp{iva) die Eigenwerte 1, exp(±2iji7|). 
Fiir die hoheren Spindarstellungen kann man ganz analog (pi)^'' ausreduzieren. 
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Wir haben also G = 1, G = U{1) oder G = SU{2). Nach einer geeigneten Eichtransformation 
hat G die Form der rechten Seite von ( f4.12^ ), ( [4.12g| ). 

Wir wollen dieses Ergebnis etwas verallgemeinern: Wir wahlen einen Punkt z auf der 
Geraden xy auBerhalb der Verbindungsstrecke xy, genauer 



Ay + (1 - X)x 



mit 



A > 1 



Wenn die Potentiate A^/ji auf yz verschwinden, haben wir Uxz = Uxy G G. Da Uxy durch 
geeignete Wahl von Aj^/ji ganz G durchlauft, folgt Uxz & H Z) G. Aui3er in trivialen 
Spezialfallen ist G unter Beriicksichtigung der Bedingung ( [4.127| ) maximal. Da Uxz ebenfalls 
Bedingung ( 4.127 ) erfiillen mui3, haben wir also Uxz G G. Auf den Teilstrecken xy, yz 
gelten somit die gleichen Bedingungen an die chiralen Potentiale; Uxz durchlauft schon bei 
geeigneter Wahl von vl^/zj auf yz ganz G. 

Nun lassen sich die dynamischen Eichgruppen abstrakt konstruieren: Fiir die drei 
Raumzeit-Punkte x, y und z = Xy + {1 — X)x, A > 1 gilt 

ry ry rz ry rx rz rx ry rx 

L Uyz L = L L k L = L k k L = Uxz U'y G G 
J X Jy JxJyJzJy JxJzJxJy 

Da Uyz durch geeignete Wahl von ^j^/ji auf yz ganz G durchlauft, folgt die Bedingung 

= G , also [l G N{G) 

Jx 



y 

L G 



wobei N(G) den Normalisator von G in U(2s) bezeichnet 

N{G) = {n G U{2s) I uGu-^ = g} 
Nach Definition des Normalisators ist G in N(G) ein Normalteiler, also 

N{G) = G®H 

mit H := N{G)/G. Nach Wiederholung dieses Argumentes fiir Jaanstelle von /Lerhalt man 
die beiden Bedingungen 

/l/R £ G<S)H . (4.131) 

Jx 

Damit Uxy G G ist, mufi der zweite Faktor in ( 4.131 ) unabhangig von L/R sein. Wir 
erhalten folglich die dynamische Eichgruppe 

Gl®Gr®H = Gl®N{G) 



Fiir die Gruppen von Lemma 4.4.2 ist der Normalisator nach Standardergebnissen der 



Gruppentheorie bekannt; man erhalt 

fiir die triviale Gruppe G 
fiir G gemaB ( p^ ) 
fiir G gemafi ( p^ ) 



N{G) = U{2s) 
N{G) = U{p) ® U{q) 
H = U{s) 



Da X, y beliebig sind und durch die Linienintegrale auch Potentiale an entfernten Raumzeit- 
Punkten miteinander verkniipft werden, folgt genau wie bei der Begriindung globaler 
Bedingungen auf Seite |139| , daB einer dieser Falle global erfiillt sein mufi. 
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Tabelle 4.3: Dynamische Eichgruppen bei s Quarksektoren 



Homogenitatsgrad 


dynamische Eichgruppe 


Storung des Diracoperators 


/i = 3,4 


[/(2s) 


42s 


/i = 5,6 


[/(2s) 
oder 

U{1)l Uip) (S> U{q) 
mit p + q = 2s 
oder 

SU{2)l®SU{2)r®U{s) 


4-2s 

(yd }Hr A- 'Yt Br.) (T;^^ (5?) H „ 
\A,H ^'L ' A.L -f^JlJ "ISO W J'-s 

+ liso ® 4. 


h = 7,8 


[/(2s) 
oder 

[/(1)l [/(1)k • • • 
oder 

SU{2)l®SU{2)r®--- 


4-2s 

komplizierter 
komplizierter 


h>9 


komplizierter 





Damit haben wir ftir den Fall /i = 5, 6 die dynamischen Eichfelder mit ihren relativen 
Kopplungen vollstandig bestimmt. 

Bei einem Homogenitatsgrad h = 7,8 diirfen bei Vk^T^ drei verschiedene Werte auftreten. 
Genau wie in Lemma |4.4.2| mufi der maximale Torus von G eindimensional sein, es folgt 
G = [/(I) oder G = SU{2). Die moglichen Darstellungen von G sind aber komplizierter 
(insbesondere konnen bei SU{2) auch Spin-l-Darstellungen auftreten). Wir verzichten auf 
eine genaue Analyse. 

Bei h > 9 kann der maximale Torus von G auch zweidimensional sein, worauf wir 
ebenfalls nicht naher eingehen. 

Unsere Ergebnisse sind in Tabelle 4.3 zusammengestellt. Zur Deutlichkeit haben wir 
Matrizen, die auf C^^ wir ken, mit einem zusatzlichen Index k gekennzeichnet. 



spontane Sektorbildung 

Wir wollen die dynamischen Eichgruppen ftir h = 5,6 kurz diskutieren. Nach Tabelle 



4.3 gibt es fiir die dynamischen Eichgruppen und die Ankopplung der Eichfelder an die 
Fermionen mehrere Moglichkeiten. Die Entscheidung zwischen diesen Moglichkeiten wird 
durch globale Bedingungen festgelegt; man hat also in jedem Fall in der ganzen Raumzeit 
die gleichen dynamischen Eichgruppen und Kopplungen. 

Die globale Uneindeutigkeit der dynamischen Eichgruppen ist nicht ganz befriedigend. 
Wir miissen nach zusatzlichen mathematischen Bedingungen suchen, um die Wechselwirkung 
mit der intrinsischen Methode eindeutig festzulegen. 

Trotzdem ist das Ergebnis schon jetzt physikalisch interessant: Unter der allgemeinen 
Annahme, dafi chirale Eichfelder auftreten, welche Teilchenumwandlungen zwischen verschiedenen 
Fermionsorten induzieren konnen, mufi der Fall der dynamischen Eichgruppe SU{2)l 
SU{2)r U{s) auftreten. In diesem Fall bilden sich s (8 x 8)-Sektoren aus, in welchen die 
SU{2)l ® S'[/(2)i{-Eichfelder jeweils auf die gleiche Weise ankoppeln. Die [/(s)-Eichfelder 
beschreiben eine Wechselwirkung der einzelnen Sektoren. Wir nennen diese Segmentierung 
des fermionischen Projektors spontane Sektorbildung. 

Die spontane Sektorbildung ist fiir eine Beschreibung der Wechselwirkungen des Standardmodells 
unbedingt notwendig. Die dynamische Eichgruppe ist im Moment noch etwas zu grofi 
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(wiinschenswert ware [/(l)cm SU (s)stark ^ SU (2)l), doch scheinen wir auf dem richtigen 
Weg zu sein. 



4.4.4 Kombination des vereinfachten Quark- und Leptonsektors 

Wir wahlen bei Spindimension 16 als freien Projektor die direkte Summe von 

(CT ) und 

(HI) 



P{x,y) 



XL 7; {Po - ko){x,y) 



1 



1 3 



(Pm - km)ix,y) 



(4.132) 



P besitzt eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie. Bei einer Aufspaltung 
(C^^ = (D^ © (D^^ des Spinorraumes haben die Asymmetriematrizen die Form 



X = xl(B1 



Y 



0© 1 



Die Uberlegungen zum Pinning libertragen sich aus Abschnitt 4.4.2| : Damit keine nichtlokalen 
Linienintegrale auftreten, mui3 die Storung des Diracoperators die Form 



+ XR 4l + Xl{0 (B ^n) 
mit einem f7(4)-Potential Aj^ und [/(3)-Potential Bji haben. 



(4.133) 



innere und aufiere Eichgruppen 

Wir wollen zunachst mit einem kleinen Einschub in allgemeinem Rahmen untersuchen, 
welche Freiheitsgrade der dynamischen Eichfelder die Eigenwerte der Matrix P{x, y)P{y, x) 
beeinflussen. 

Dazu betrachten wir bei Spindimension 46, 6 > 1 einen fermionischen Projektor mit 
chiraler Asymmetriematrix X. Wir bezeichnen die dynamische Eichgruppe mit H C 
U{b)L © U{b)R und bilden die Projektionen 



Pl/r ■ 



H 



U{b)L/R 



(4.134) 



auf die beiden Faktoren. Die Abbildungen p^j^ sind unitare Darstellungen von H. Das 
Pinning besagt allgemein, dai3 X mit p^i^ kommutiert, 

Pl/Ri X^i^ 



Die infinitesimale Fassung von (4.134) ist eine lineare Abbildung der zugehorigen Lie- 
Algebren 

dpL/R : LieH ^ SA{b)L/R ■ (4.135) 

Die dynamischen Potentiale Ai/fi{x) hegen fiir alle Raumzeit-Punkte x im Bild von ( 4.135| ). 

Mit den Eich-/Pseudoeichtermen hat die Matrix P{x, y)P{y, x) unter Beriicksichtigung 
der fiihrenden Singularitat ~ mP die Form 

Xl/r Pix,y) Piy,x) = 4 (^z-2 1 ^^-2) ^ 



/R Xl/r R/L Xji/L 
•'y 

Die Abhangigkeit der Matrix von den dynamischen Potentialen wird durch den zweiten 
Faktor beschrieben. Wir miissen also die {b x 6)-Matrix 



U, 



xy 



y px 

L Xl Jr Xr 



(4.136) 
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betrachten. Wir verwenden die Notation 



hxy = IL (g) IR e H 



f'y rv 
L /R 

X J X 

und ordnen mit der Abbildung 

U : h ^ PL{h) Xl PR{h-^) Xr (4.137) 
jedem Element von H eine (nicht notwendigerweise unitare) (6 x 6)-Matrix zu. Dann gilt 

Uxy — U {hxy) 

Die Abbildung U ist niitzlich, weil sich damit die Auswirkung der dynamischen Potentiale 
auf die Eigenwerte von P{x,y) P{y,x) gruppentheoretisch formulieren lafit. 

Wir bestimmen diejenigen Freiheitsgrade der dynamischen Potentiale, welche die Eigenwerte 
von P{x,y) P{y,x) nicht beeinflussen: Wir betrachten vier Raumzeit-Punkte u,x,y,z auf 
einer Geraden. Damit die Potentiale langs xy nicht in die Eigenwerte von P{a, z)P{z, a) 
eingehen, mui3 fiir eine geeignete unitare (b x 6)-Matrix V die Gleichung 

Uihacchxyhy,) = VU{haxhy,)V'^ (4.138) 

gelten. Dabei konnen / := hax, 9 '■= hyz beliebige Werte in H annehmen. Nach Definition 
von H liefert (p^ die Bedin gung 

Pl{1) U{hxy g) pr{1-^) = V{g, I) pl{1) U{g) pR{r^) V{g, ly^ yg,l e H 
oder Equivalent 

U{hxyg) = [pL{l-^)V{g,l)pL{l)] U{g) [pR{r^) V{g,iy^ pr{1)] yg,l e H . 

(4.139) 

Bei alien fiir uns wichtigen dynamischen Eichgruppen ist diese Bedingung nur dann erfiillt, 
wenn sogar 

U{hxyg) = U{g) ygeH (4.140) 
(und V = 1) gilt. Wir bilden die Menge aller Elemente, die dieser Forderung geniigen 

I := {hGH\ UQig) = U{g) Mg e H] 

I ist eine Untergruppe von H, denn 

aus U{hig) = U{h2g) = U{g) Vg^H folgt U{gig2h) = U{g2h) = U{h) 
I ist sogar ein Normalteiler von H, denn wir haben ftir g I und l,h H 
U{lgl-^h) = pL{l)U{g{r^h))pR{r^) 

= PL{l)U{l-^h)pR{l-^) = U{h) 

und damit lgl~^ G /. Also faktorisiert die dynamische Eichgruppe in der Form 

H = I®A mit A:= H/I . (4.141) 

Wir nennen / die innere Eichgruppe und A die dufiere Eichgruppe. Im Beispiel der Punkte 
u, X, y, z haben wir gesehen, dafi die inneren Eichpotentiale nicht in die Matrix P{a, z)P{z, a) 
eingehen. Da /, A miteinander kommutieren, gilt sogar allgemein, dafi die inneren Eichpotentiale 
bei der Bildung des Produktes P{x, y) P{y, x) wegfallen. Die aufieren Eichpotentiale 
dagegen werden durch die Eigenwerte von P{x,y) P{y,x), x,y £ M eindeutig festgelegt. 
Zur Erlauterung dieser Konstruktion betrachten wir einige Beispiele: 
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1. H = U{2) gemaB Tabelle 4J: Die Potentiale beschreiben eine lokale {7(2)-Eichtrans- 
formation, die sich in der Matrix P{x, y) P{y, x) nicht auswirkt. Folglich haben wir 

/ = U{2) , A = 1 



2. H = U{1)l <E) U{1)b. <S) SU{2) gemafi Tabelle gj: Die S'C/(2)-Eichfelder gehen in die 
Matrix P{x, y) P{y, x) nicht ein. Die Gruppe U{1)l 03 U (1) r ist abelsch und kann in 
der Form 

U{1)l0U{1)r = f/(lUtoHell ® C/(l)axial (4.142) 

umgeschrieben werden. Die ?7(l)vcktoricii beschreibt lediglich C/(1)-Phasentransforma- 
tionen. Es folgt 

/ = f/(l)ve™i <S) SU{2) , A = t/(l),.i,, 

3. H = U{l)(g>SU{2)L0SU{2)R gemafi Tabelle 0: Die [/(l)-Phasentransformationen 
fallen in P{x, y) P{y, x) weg. Die SU{2)l SU{2)r kann im Gegensatz zu ( |4.142|) 
nicht in eine vektorielle und axiale Gruppel zerlegt werden, folglich 



U{1) , A = SU{2)L<E)SUi2) 



R 



An diesem Beispiel sieht man im Vergleich zu 1., dafi eine Vergrofierung der dynamischen 
Eichgruppe {U{2) C C/(l) SU{2)l ® SU{2)r) auf eine kleinere innere Eichgruppe 
fiihren kann. In die Konstruktion der inneren Eichgruppe geht also die Struktur der 
gesamten dynamischen Eichgruppe ein. 



4. H = SU{2)l ® SU{2)r (g) U{2s) gemafi Tabelle gj: Analog wie unter 3. folgt 
/ = U{2s) , A = SU{2)l^SU{2)r 



5. H = C/(1)l (g) U{1)r SU{2)l gemafi Tabelle U[ Wir zerlegen die abelsche Gruppe 
U{1)l U{1)r in der Form 

C/(1)l C/(l)ij = U{1) 

vcktoricll 

und erhalten 

/ = f/(l)vcktoHell , A = SU{2)l ® U{1)r 

Bei alien diesen Beispielen kann man leicht iiberpriifen, dafi ( [4.1391 ) tatsachlich Bedingung 
( [4.140| ) imphziert. 

Schnitt der aufieren Eichgruppen 

Wir nennen den ersten direkten Summanden in ( [4.132 ) Neutrinoblock. Zwischen den 
Elektron- und Quarkblocken konnen wir in ( [1.132] ) nicht unterscheiden. Im Hinblick auf 
die Wechselwirkungen des Standardmodells erwarten wir, dafi P bei Einfiihrung von 
Eichfeldern ahnlich wie im vorigen Abschnitt 4.4.2 spontan in die direkte Summe zweier 
(8 X 8)-Sektoren zerfallt. 

Bevor wir diese spontane Sektorbildung und die damit verbundenen Probleme behandeln, 
wollen wir qualitativ diskutieren, welche dynamischen Eichgruppen wir unter der Annahme 
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einer spontanen Sektorbildung erwarten. Dazu spalten wir den Spinorraum in der Form 
(D^s ^ (D^ e C*^ auf und betrachten nur chirale Potentiale, die auf den beiden direkten 
Summanden invariant sind. Wir beschranken uns also im Vergleich zu ( [4.133| ) auf die 
Storung 

^ + © 4-) + © 4-) (4.143) 

des Diracoperators mit C/(2)-Potentialen Af^ ^ A^^^ J^"^ und einem C/(l)-Potential 



( [4.143| ) ist die direkte Summe der Diracoperatoren ([4.97| ), ([4.98| ) und ( 4.79 ). Folglich ist 
der fermionische Projektor bei der Storung ( [4.143| ) die direkte Summe des fermionischen 
Projektors im Lepton- und Quarksektor, und wir konnen die Ergebnisse der Abschnitte 



4.4.2, 4.4.1 anwenden. Damit die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind, muB im Quark- 
und Leptonsektor ( 4.31| ) bzw. ( 4.115|) gelten. Die Eigenwerte A^]^^, ( 4.8^ ), im Quarksektor 
sowie die nichtverschwindenden Eigenwerte Ajf^gi d^-lOSP i im Leptonsektor miissen also 
Nullstellen des Polynoms P(A), (|]2^, sein. Bei gegebenem Homogenitatsgrad h hat dies 
folgende Konsequenzen: Zunachst einmal diirfen bei den Eigenwerten von y) P{y, x) 
im Quark- und Leptonsektor hochstens h — 1 verschiedene Werte auftreten, also 



Die Eichfelder miissen also im Quark- und Leptonsektor die Form wie in Tabelle |4.l| und 



Tabelle 4.2 haben. Aufierdem miissen die Eigenwerte in dem Sinn miteinander vertraglich 
sein, dafi sogar 

*{{Kik) U {A^-2}) <h-l (4.144) 

gilt. 



Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise Bedingung (4.144) die dynamischen 
Eichfreiheitsgrade einsclirankt. Wir bezeichnen die dynamischen Eichgruppen im Lepton- 
und Quarksektor mit W''^ bzw. -ff'*" und faktorisieren diese Gruppen in innere und aufiere 
Eichgruppen 

j^iop ^ jicp^^iep ^ ^ /q"©^q" . (4.145) 

Wir setzen fiir beliebige Raumzeit-Punkte x, y 



xy 



"'xy 



Texp 



Texp 



{y -xy)(^ Texp -i / {y - xy ) G i/'"^ 



'^l",(y-x)^')0Texp^ 



Diese Gruppenelemente konnen gemafi ( fl.l45| ) in der Form 



"xy 



"xy ^ ""xy 



zerlegt werden. Die Bedingung ( [4.144 ) impliziert, daB die Gruppenelemente h^^^, /i^^ miteinander 
vertraglich sein miissen. Wir lassen im Moment offen, was "miteinander vertraglich" 
genau bedeutet. Nach Konstruktion der inneren Eichgruppen ist aber klar, daB ( [4.144| ) 
Bedingungen an alle Freiheitsgrade von a!^^, a!^^ liefert, wahrend il^^, beliebig sein 
konnen. 

Wir betrachten z = Xy + {I — \)x mit A > 1. Dann gilt 



„lep lep 

^xy yz 



Icp 



'^xy "'yz 



(4.146) 
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Tabelle 4.4: GemaB dem Schnitt der auBeren Eichgruppen erwartete dynamische 
Eichgruppen bei der Kombination Quark-/Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


erwartete dynamische Eichgruppe 


^ = 3,4 




h = 5,...,8 


C/(l)'°p <S> U{1)'^^ SU{2)l C/(l)i?, 
oder 


h>9 


C/(l)'°p ® [/(I)''" SU{2)l ® U{1)r 



Da alle Faktoren a}^^, a^" in ( [4.146| ) miteinander vertraglich sein miissen, ist unsere Vertraglichkeitsbedingung 
bei Gruppenoperationen erhalten. Wir fassen nun alle Gruppen nur noch als abstrakte 
Gruppen auf (wir beriicksichtigen also die liber die dynamischen Potentiale gegebene 
Darstellung von i?'""^, H^'^ nicht und betrachten alle Operationen modulo Gruppenoperationen). 



Dann impliziert ( 4.146| ), dafi a|^^,a^,y tibereinstimmen 



"'xy "'xy 



Als dynamische Eichgruppe der direkten Summe des Quark- und Leptonsektors haben wir 
also 

H C (A'^P n A"") . (4.147) 

Um zu entscheiden, ob die dynamische Eichgruppe sogar mit der rechten Seite von 
( [4.147] ) iibereinstimmt, und um die Kopplung der zugehorigen Eichfelder zu bestimmen, 
muB die Abbildung [/, ( [4.137| ), im Quark- und Leptonsektor detailliert untersucht werden. 
Darauf werden wir im nachsten Abschnitt zuriickkommen. 

Die Konstruktion ( 4.147] ) lafit sich unmittelbar erweitern und fiihrt auf ein allgemeines 



gruppentheoretisches Konzept: Wir nehmen an, daB P in A; direkte Summanden zerfallt 

p = p(^) e . . . © p^'^) 

In den einzelnen Summanden habe man die dynamischen Eichgruppen 
Dann folgt fiir die dynamische Eichgruppe H der direkten Summe 




Wer technischen Details optimistisch gegeniibersteht, kann sogar erwarten, dafi in ( [4.148| ) 
Gleichheit gilt. Wir nennen die Konstruktion (4.148]) Schnitt der duJJeren Eichgruppen. 



In Tabelle 4.4 sind die nach dem Schnitt der aufieren Eichgruppen erwarteten dynamischen 



Eichgruppen fiir den fermionischen Projektor ( 4.132] ) aufgelistet. Zur Deutlichkeit haben 



wir bei den inneren Eichgruppen durch einen Index gekennzeichnet, in welchem 

Sektor die zugehorigen Eichfelder wirken. 



Es ist physikalisch interessant, dafi in Tabelle gegeniiber Tabelle O anstelle der 
Untergruppe SU{2)L(d)SU{2)ji stets die Gruppe SU{2)l'^U{1)r auftritt. Bei Hinzunahme 
des Leptonsektors verkleinert sich die dynamische Eichgruppe genau in der Weise, wie wir 
das im Hinblick auf die Wechselwirkungen des Standardmodells erhoffen. Das ist eine 
wichtige Bestatigung fiir unsere bisherigen Konstruktionen. 
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ein Problem: Nichtvertraglichkeit der Eigenwerte 



Nach diesen eher abstrakten Uberlegungen wollen wir Bedingung ( 4.144 ) quantitativ 
auswerten und versuchen, fiir den Homogenitatsgrad /i = 5, 6 die dynamische Eichgruppe 

[/(1)'°P ® [/(I)''" (g, SU{2)l U{1)r (4.149) 

auf und ist dort der physikalisch interessante 



zu realisieren. Diese Gruppe tritt in Tabehe 
Fan. 

Die Eigenwerte A|!^^, Ajf^2 sind durch ( 4.88| ), p. 108 ) gegeben. Bei einer Storung des 
Diracoperators durch Potentiale der dynamischen Eichgruppe ( pl9| ) haben wir i.a. 



#{AeT2} 



Die Vertraghchkeitsbedingung ( [4.144| ) besagt somit, daB eine Entartung zwischen Eigenwerten 
im Quark- und Leptonsektor vorhegen muB; das bedeutet genauer 



exp [lectp 



exp(iec(/j"=P)(cosT9"=P - iec sini?"=P) 



(4.150) 



Nach den Uberlegungen zum Schnitt der aufieren Eichgruppen miissen die Gruppenelemente 
der SU{2)i (gi C/(l) /{-Eichgruppe im Quark- und Leptonsektor aquivalent sein, es folgt 



y?"=P(x) = (/3''"(x) 



/,'°p(x) = Vf''{x)V-^ 



fiir alle x £ M 



mit einer geeigneten 5'[/(2)-Matrix V. Nach einer globalen S'[/(2)-Eichtransformation im 
Quarksektor konnen wir sogar v^"^ = ■S"'^" annehmen. Bedingung (|4.15[l| ) ist nur erfiillt, 
wenn n^^ = 1 ist. Insgesamt haben wir also 



(0,0,^) 



Folglich miissen die SU (2) /.-Potentiale diagonal sein, und wir erhalten im Gegensatz zu 
( 4.149| ) lediglich die dynamische Eichgruppe 



[/(l)'^'' Uiiy^- U{1)l ^ U{1)r 



(4.151) 



Physikalisch ausgedriickt bedeutet dieses Ergebnis, daB die Potentiale der VF-Bosonen 
verschwinden miissen, was der Beobachtung ganz offensichtlich widerspricht. An dieser 
Stelle scheint unser Konzept zum ersten Mai auf ernsthafte Schwierigkeiten zu stoBen. 

Um dieses Problem genauer zu untersuchen, wollen wir die dynamischen Eichgruppen 
allgemein bestimmen. Bei Beriicksichtigung der fiihrenden Singularitat ~ mP haben die 
Eigenwerte Xcak (c = L/R, a = 1/2, k = 1,...,4) der Matrix P{x,y) P{y,x) die Form 
( [4.1241 ), ( [4.1251 ); dabei sind i^k die Eigenwerte der (4 x 4)-Matrix ( [4.136|) , 



u^y = k k (Oi e I3) 

J X Jy 



(4.152) 



Wir wahlen eine spezielle Basis in C^: Nach einem geeigneten 5C/(3)-Basiswechsel in 
den unteren drei Komponenten hat Uxy die Gestalt 



xy 



\ 



( d * 

* * * 

* * * 

y * * * 
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wobei '*' fiir einen beliebigen komplexen Matrixeintrag steht. Durch eine zusatzliche 
S'i7(2)-Basistransformation in den letzten beiden Komponenten lafit sich die Form von 
Uxy weiter vereinfachen 



xy 



/ * 

* 



\ 



\ 




(4.153) 



Nun zerfallt Uxy in die direkte Summe zweier (2 x 2)-Matrizen, die wir genau wie ( |4.85| ), 
( [4.107| ) diagonalisieren konnen. Folglich besitzt die Matrix P{x, y) P{y, x) ganz allgemein 
die Eigenwerte d^H), ( [4.10g| ). 
Im Fall h < 6 mufi 

#((a([/,.,Ua(C/4))\{0}) < 2 (4.154) 

gelten. Es folgt die Vertraglichkeitsbedingung ( |4.150|) und n^^ = 1. Also hat hxy gegeniiber 
( 4.153| ) sogar die Form 

/ \ 
0*00 



xy 




\ 

oder, in der urspriinglichen Basis von ( [4.152| ). 



(4.155) 



a 



xy 



/ \ 

* * * 

* * * 

y * * * y 



Folglich findet keine Mischung des Neutrinoblocks mit den drei anderen Blocken statt; die 
Storung des Diracoperators mui3 gegeniiber ( 4.133| ) die Form 



_^ i^ + ^^(4^0O)+xfl(oe^i) + XL(oe^^) 

mit einem C/(l)-Potential Al und C/(3)-Potentialen -Bjy/j haben. Nun konnen wir Uxy im 



unteren (3 x 3)-Block ahnlich wie in Lemma 4.4.2 behandeln: Wir haben Uxy G Oi © G mit 



einer Untergruppe G C U{3). Wir nehmen zur Einfachheit an, dai3 Uxy durch geeignete 
Wahl von Bj^/ji langs xy alle Elemente von © G durchlauft. Damit Bedingung ( [4.154| ) 
erfiillt ist, mui3 G isomorph zu 1, C7(l) oder SU{2) sein. Im Fall G ^ SU{2) darf die 
natiirliche Darstellung 

p : G — > C/(3) 

nur aus Spin-^-Darstellungen aufgebaut sein. Das ist aber bei einer Darstellung auf einem 
Raum ungerader Dimension unmoglich. Folglich haben wir G = 1 oder G = U{1). In 
beiden Fallen zerfallt p in die direkte Summe eindimensionaler Darstellungen. Wir konnen 
also (nach einer geeigneten globalen Eichtransformation) annehmen, daB Uxy unabhangig 
von der Wahl der Potentiale -B^/r diagonal ist. Die dynamischen Eichgruppen erhalt man 
nun durch Berechnung des Normalisators, was schlieBlich auf die Ergebnisse von Tabelle 
151 fuhrt. 

Wir diskutieren kurz die Situation fiir den Fall h > 7: Die Bedingung ( [4.154 ) schwacht 
sich zu 

#({a{Uxy)Ua{U*xy))\{0}) < 



h-1 
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Tabelle 4.5: Dynamische Eichgruppen bei der Kombination Quark-/Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


dynamische Eichgruppe 


Storung des Diracoperators 


/i = 3,4 


C/(1)l®C/(3) 


XR(4L©03) + 0ie^ 


/i = 5,6 


U{1)l®U{1)l®U{?,) 
oder 

U{1)l®U{1)l®U{1)(^U{2) 


xr{4l © 03) + Xfl(Oi e iPl) 
+01 

Xij(4L ©03) + Xr(;(0i©1i© 

(-l)2)+0i©^T ©^^ 




komplizierter 





ab. Folglich braucht die Gleichung (4.150) nicht mehr erfiillt zu sein. Fiir h = 7,8 konnen 
wir beispielsweise bei der Zerlegung (D^6 = C*^ © (D*^ des Spinorraumes in Lepton- und 
Quarksektor im Leptonsektor ein aui3erdiagonales linkshandiges Potential Ba^ (wie in 
Tabelle und im Quarksektor ein S'[/(2)L©5C/(2)ij-Potential B^/ji (wie in Tabelle |]|) 
einfiihren. Dieses Beispiel wird durch die Storung 



' + XRBa^ (BO + 0(B{XL^L + XR $r) 



(4.156) 



des Diracoperators beschrieben. Die Bestimmung der dynamischen Eichgruppen wird 
dadurch erschwert, dai3 die in (4.155) gewahlte Basis von (D^ i.a. von den dynamischen 
Potentialen abhangt. Darauf wollen wir nicht naher eingehen. 

Wir sehen, dai3 das zu Beginn dieses Abschnittes aufgetretene Problem ahgemeinen 
Charakter hat: Fiir /i < 6 findet keine spontane Sektorbildung statt; der fermionische 
Projektor zerfaUt in die direkte Summe einzelner (4 x 4)-Bl6cke, auf welchen die chiralen 
Potentiate diagonal sind. Auch fiir /i > 7 ist das Ergebnis physikalisch nicht sinnvoll. 



selbst wenn wir wie im Beispiel (4.156) eine Aufspaltung des fermionischen Projektors 
in zwei (8 x 8)-Sektoren annehmen. Die Potentiale in den beiden Sektoren sind dann 
namlich voneinander unabhangig und konnen nicht sinnvoll miteinander in Beziehung 
gesetzt werden. 

Dieses Problem hangt letztlich damit zusammen, daB die Eigenwerte von P{x, y)P{y, x) 
im Quark- und Leptonsektor selbst bei einer gleichartigen Storung des Diracoperators nicht 
iibereinstimmen. Wir nennen dies die Nichtvertrdglichkeit der Eigenwerte im Quark- und 
Leptonsektor. 



der Ausweg: Massendrehung 

Um das Problem der Nichtvertraglichkeit der Eigenwerte zu losen, miissen wir zu allgemeineren 
Storungen des Diracoperators iibergehen. Den genauen Mechanismus nennen wir Massendrehung. 
Wir konnen hier nur die Idee und die grundlegende Konstruktion beschreiben, die detaillierten 
Rechnungen verschieben wir auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5). Dafiir gibt es zwei Griinde: 
Zum einen miissen bei der Massendrehung die Eich-/Pseudoeichterme hoherer Ordnung 
in der Masse beriicksichtigt werden. AuBerdem ist eine quantitative Behandlung erst bei 
mehr er en Teilchenfamilien sinnvoll. Es zeigt sich namlich, daB die Familien (ahnlich wie bei 
der CKM-Matrix im Standardmodell) miteinander gemischt werden miissen. Unsere etwas 
qualitative Diskussion ist deswegen ausreichend, well es in diesem ^ Kapitel noch nicht 
darum geht, alle Details auszuarbeiten. Unser Ziel besteht zunachst darin, ein anschauliches 
Verstandnis zu erhalten und gleichzeitig geniigend Informationen zusammenzutragen, um 
die Gleichungen der diskreten Raumzeit eindeutig festlegen zu konnen. 
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Das Problem bei der dynamischen Eichgruppe ( 4.15l| ) besteht darin, daB alle dynamischen 
Potentiale in den (4 x 4)-Blocken des freien fermionischen Projektors diagonal sind. Wir 
wollen zunachst an einem einfachen Beispiel beschreiben, wie sich auch bei diagonalen 
Potentialen eine Mischung der verschiedenen Fermionsorten realisieren lafit. Dazu betracliten 
wir bei Spindimension 8 ein System zweier Fermionsorten A, B unterschiedlicher Masse, 
also 



P{x,y) 



2 (PmA 



2 (.PrriB 



(4.157) 



(Djgo nennen 



mit niA iTiB- Bei einer Zerlegung des Spinorraumes in der Form = 
wir (Dfgo den Isospinraum. Der freie Projektor (4.157) besitzt eine Massenasymmetrie mit 
Massenmatrix 

I f ruA \ 
iriB j . 



Y = — 



ni 



Wir betrachten zur Einfachheit nur eine ?7(1)-Untergruppe der dynamischen Eichgruppe; 
die zugehorige Storung des Diracoperators habe die Form 



3 

iso 



Die Wellenfunktionen der Fermionen sind Losungen der Diracgleichung 



(i^ + (Pal, - mY)^ 







(4.158) 



(4.159) 



Da in dieser Gleichung alle Isospinmatrizen diagonal sind, entkoppelt ( 4.159)) auf den 
beiden Isospinkomponenten. Wir interpretieren die jeweiligen Losungen als Wellenfunktionen 
der Teilchen A bzw. B. Wir wollen nun in (|4.159D eine Kopplung der beiden Fermionsorten 
einfiihren. Da die dynamische Eichgruppe ?7(1) vorgegeben ist, diirfen wir dazu die Form 
des Potentials nicht verallgemeinern. Wir konnen aber versuchen, die Massenmatrix zu 
verandern: Es scheint nicht sinnvoll zu sein, die Parameter m (also die Eigenwerte von 
Y) abzuandern, well dies in anschaulicher physikalischer Vorstellung einer Massen- und 
damit Energieverschiebung des gesamten Diracsees entsprechen wiirde (an der Storungsrechnung 
von P{x, y) sieht man auch explizit, daB eine solche Massenverschiebung nicht auftreten 
darf). Aber man kann die Massenmatrix unitar transformieren, also Y gemaB 



Y 



U{xy^YU{x) 



(4.160) 



durch ein orts- und zeitabhangiges Matrixfeld ersetzen, dabei ist U{x) € U{2). Wir gehen 
also von (|4l59D zur Diracgleichung 



(i^ + (p{x) 4o - rn U{x)-^ Y U{x)) ^ = 
iiber. Nach Umschreiben dieser Gleichung in der Form 

{i^ + (p{x) 4o + m{Y - U{x)-^ Y U{x)) - mY) ^ 



(4.161) 



konnen wir die Ersetzung ( [4.16C| ) durch eine zusatzliche skalare Storung des Diracoperators 
beschreiben. Wir betrachten also in Verallgemeinerung von ( ^l58D die Storung 



— > + qiai, + m{Y -U-^YU) . (4.162) 

Um die Diracgleichung ( 4.161| ) besser interpretieren zu konnen, fiihren wir neue Wellenfunktionen 

^{x) = U{x) ^{x) (4.163) 
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ein und erhalten fiir ^ die Gleichung 



' + i-my)^' = mit (4.164) 

= U a^U~^ + iU{d^U~^) . (4.165) 



Da die Massenmatrix in ( ^.164 ) diagonal ist, haben wir wie in ( [4.159| ) die Interpretation, 



dafi die beiden Isospinkomponenten die Teilchensorten A bzw. B beschreiben. Im Vergleich 



zu ( 4.159 ) tritt aber nun ein allgemeineres Potential ^l/r auf, das nicht mehr notwendigerweise 
im Isospin diagonal ist. 

An diesem Beispiel konnen wir bereits einige allgemeine Eigenschaften der Massendrehung 



diskutieren. Wir haben die Mischung der Fermionsorten gemai3 ( ^.162 ) durch eine skalare 



Storung des Diracoperators eingefiihrt. Bei einer allgemeinen Massendrehung wird hier 
zusatzlich eine pseudoskalare Storung auftreten. Eine solche skalare/pseudoskalare Storung 
wirkt sich bei der fiihrenden Singularitat ~ von P{x, y) P{y, x) nicht aus, sondern 
geht erst in die Singularitaten hoherer Ordnung in m ein. Fiir die Diskussion der Eich- 
/Pseudoeichterme ~ spielt die skalare/pseudoskalare Storung in ( [4.162| ) also keine 



Rohe. Da das Potential in ( 4.162 ) im Isospin diagonal ist, tritt das Problem der Nichtvertraglichkeit 
der Eigenwerte nicht auf. 



Nach der Transformation ( 4.163| ) der Wellenfunktionen erhalten wir in der Diracgleichung 



( [4.164| ) ein sogenanntes effektives Eichpotential A, das auch im Isospin auBerdiagonale 
Anteile enthalten kann. Dieses Potential mufi gegeniiber einem allgemeinen U (2)-Potentiale 
eine spezielle Form ( |4.165 ) haben. Wir nennen diese Einschrankung fiir die Wahl der 



effektiven Potentiale Eichbedingung. 

Die Einfiihrung der skalaren/pseudoskalaren Storung und die anschliefiende Transformation 
( 4.163| ) der Wellenfunktionen mag zunachst wie ein Trick erscheinen, mit dem das Problem 



der Nichtvertraglichkeit der Eigenwerte einfach auf die schwacheren Singularitaten ~ m , 
k > 1, von P{x,y) P{y,x) verlagert wird. Um zu sehen, daB unser Problem mit dieser 
Methode tatsachlich gelost werden kann, muB man die Eich-/Pseudoeichterme hoherer 
Ordnung in m genau studieren, was wir (wie gesagt) auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5) 
verschieben. 

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die allgemeine Konstruktion der Massendrehung 
(bei einer Teilchenfamilie) beschreiben. Dazu betrachten wir bei Spindimension 46, 6 > 1 
einen freien fermionischen Projektor mit chiraler Asymmetriematrix X und Massenmatrix 
Y. Die dynamische Eichgruppe sei H C U{h)L®U{h)ii\ wir fiihren die zugehorigen chiralen 
Potentiale Aii^{x) € Lie H durch die Storung 

^ + xrAl + Xl4^r (4.166) 

des Diracoperators ein. Wir wollen die Ersetzung ( [4.16C| ) so verallgemeinern, daB die links- 
und rechtshandigen Komponenten unabhangig voneinander transformiert werden konnen. 
Dazu bilden wir 

Y ^ XL Ur{x)-^ Y Ul{x) + XR Ul{x)-^ Y Ur{x) (4.167) 

mit unitaren Matrixfeldern Uiir{x) G U{h). Falls der fermionische Projektor eine chirale 
Asymmetric besitzt, miissen die Matrizen U^ir eine zusatzliche Bedingung erfiillen: Gleichung 



( 2.32 ) geht bei der Ersetzung ( 4.167 ) in 



Xl/r Ul/r{x) Y = Ul/r{x) Y fiir alle x (4.168) 
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iiber. 

Der Ansatz (4.166) fiir die Massenmatrix laBt sich folgendermafien motivieren: Zunachst 
einmal mufi die rechte Seite von (4.167) eine hermitesche Matrix sein. Eine naive Ersetzung 
der Art 

Y ^ XLUL{xy^YUL{x) + XrUr{x)-^YUr{x) 

ware beispielsweise nicht sinnvoll. Aui3erdem findet bei der Transformation ( 4.167| ) ahnlich 
wie bei ( 4.160 ) keine Massenverschiebung der Diracseen statt. Um das zu sehen, betrachten 
wir die freie Diracgleichung mit einer Massenmatrix gemai3 der rechten Seite von ( |4.167D 

(i^ - uixlU^^YUl - m XR YUr)^ = (4.169) 

und nehmen an, daJB die Matrizen Ux^/r nicht von x abhangen. Wir setzen die Wellenfunktion 

^{x) = {xlUl + XrUr)^{x) (4.170) 

in ( [4.169| ) ein und multiplizieren die Gleichung auBerdem von links mit der Matrix xl Ur + 
XrUl- Man erhalt die freie Diracgleichung (i^ — mY)^ = 0. Die Transformation der 
Massenmatrix (4.167) wirkt sich also in der freien Diracgleichung lediglich gemaB ( [4.170| ) 
aus; die Wellenzahl und Frequenz der Wellenfunktionen bleiben dabei unverandert. Tatsachlich 
ist ( [4.167 ) die allgemeinste Transformation der Massenmatrix mit dieser Eigenschaft. 

Die Ersetzung ( [4.167| ) kann auch durch eine zusatzliche skalare/pseudoskalare Storung 
des Diracoperators beschrieben werden, also gegeniiber (^4.166 ) durch 



(4.171) 
(4.172) 



i^ + XR4L + XL4R + m{Y-XLUR{x)-'YUL{x)-XRUL{xr^YUR{x)) . 
Die Diracgleichung hat nun die Form 

{i^ + Xr4l + Xl4r - m XL U^^ YUl - mxR U^^ YUr)-^ = Q 
Wir fiihren ganz analog zu ( [4.170| ) mit 

^{x) = {xlUl{x)+xrUr{x))^{x) (4.173) 

neue Wellenfunktionen ein und multiplizieren ( [4.172| ) von links mit xl Ur + xrUl- Auf 
diese Weise wird die Massenmatrix diagonal, und man erhalt fiir ^ die Diracgleichung 



(i^ + Xr4l + XL 4r - mY) § = mit 
^i/R = Ul/rA^l/rUE/r + lU^iRicPU-^^) 



(4.174) 
(4.175) 



In ( 4.174 ) treten effektive Potentiale ^4^,/^ auf, die durch die Eichbedingung ( 4.175 ) genauer 
bestimmt werden. 



die effektive Eichgruppe, mathematische Bedeutung der Eichbedingung 

Wir wollen nun die Eichpotentiale j4^/^ in ( [4.174| ) und die Eichbedingung ( |4.175| ) genauer 
mathematisch betrachten. Da wir an dieser Stelle die Eich-/Pseudoeichterme hoherer 
Ordnung in der Masse noch nicht analysieren wollen, miissen wir dabei mit einem allgemeinen 
Ansatz arbeiten: Aus der Untersuchung der Singularitaten ~ m'^, /c > von P(x, y)P{y, x) 
erhalt man einschrankende Bedingungen fiir die Matrizen Ui^i^{x). Wir bezeichnen die 
Menge aller Paare {Ul, Ur) , welche diese Bedingungen erfiillen, mit T C U {h)L x U {h)R. Die 
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dynamischen Potentiale ^l/r G Lie H konnen dabei unabhangig von (Ul{x), Ur{x)) £ T 
gewahlt werden. Wir bezeichnen fiir t £ T die Projektion auf die beiden Komponenten 
U{h)L/R mit ^L/ij und definieren fiir eine Teilmenge ^ C U{b)ji eine Konjugation 

A' = [{tLaLtL\ tRGRt^^) mit {aL,aB) € a} . (4.176) 

Wir betrachten zunachst den Spezialfall, daB die Matrizen U^^/r nicht von x abhangen, 
was wir homogene Massendrehung nennen. Gleichung ( 4.175| ) vereinfacht sich dann zu 



Folglich tritt als effektive dynamische Eichgruppe mit der Notation ( fl.l76| ) die Konjugationsgruppe 
H(Ul,Ur) g^^f_ {Ul,Ur) e T beliebig sein kann, setzen wir 

H''^ = [j (4.177) 

und bezeichnen H'^^ als effektive Eichgruppe. 

Man beachte, daB die effektive Eichgruppe i.a. keine Gruppe ist. Fiir zwei Elemente 
gi G H^^ , g2 G H^^ aus verschiedenen Konjugationsgruppen ti ^ t2 kann namlich keine 
sinnvolle Multiplikation in H'^^ definiert werden. Als Folge der Eichbedingung ist das 
jedoch kein mathematisches Problem: Bei konstanter Massendrehung sind die effektiven 
Eichpotentiale Elemente aus der Lie- Algebra Lie H^^^'^^^ der Konjugationsgruppe. Alle 
Multiplikationen konnen innerhalb der gleichen Konjugationsgruppe ausgefiihrt werden. 
Mit der Schreibweise 

jl/R := Texp(^-i^^i{/^(y-x)j 



haben wir namlich 



L/R^R = (Ul/rJl/RU^I^^ (uL/Rf/RU^l^ 



Ul/r [fj^j^/^ ^UR e 



Falls Ui^jR von x abhangt, haben die effektiven Eichpotentiale gemaB (4.175) eine 
kompliziertere Struktur, denn der Summand iU ^Rid^VjJ^ muB zusatzlich beriicksichtigt 
werden. Unter Ausnutzung von ( ^.175| ) lassen sich weiterhin zeitgeordnete Exponentiale 
der effektiven Eichpotentiale bilden, genauer 

f^lR = Ul/r{x) [l/R UL/R{y)-^ . (4.178) 

JX J X 



In eichinvarianten Produkten von ( 4.178| ) heben sich die inneren Faktoren Ux^/r weg, so 



daB wir nur Multiplikationen in der dynamischen Eichgruppe H ausfiihren miissen 

^ (uL/Rix)jL/RUL/R{yr'^ {UL/R{y)jh/RURJL{Z)-'-^ 

: Ul/r{x)(^/rIl/R^Ul/r{z)-' . (4.179) 



th/R L/R 
J X J V 
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Fiir geschlossene Integrationswege erhalten wir auf diese Weise Elemente aus der effektiven 
Eichgruppe, beispielsweise 




Wir kommen zu dem Ergebnis, daB aufgrund der Eichbedingung nur Multiplikationen 
innerhalb der gleichen Konjugationsgruppe auftreten. Anders ausgedriickt, konnen die 
effektiven Eichpotentiale mit Hilfe der Eichbedingung auf sinnvolle Weise global verkniipft 
werden. 



erwartete efFektive Eichgruppen 

Nach diesen allgemeinen mathematischen Konstruktionen woUen wir iiberlegen, wie die 
effektive Eichgruppe fiir unser System ( 4.132| ) konkret aussehen sollte. Die folgende Betrachtung 



ist mathematisch nicht rigoros und wegen nur einer Teilchenfamilie auch stark vereinfacht; 
sie ist aber im Wesentlichen richtig und nimmt einige Ergebnisse aus Abschnitt ?? (in 
Kapitel 5) qualitativ vorweg. 

Die Eich-/Pseudoeichterme ~ mP werden durch die skalare/pseudoskalare Storung in 
( |4.17l| ) nicht beeinfluBt, so daB wir immer noch die dynamischen Eichgruppen von Tabelle 

erhalten. In die Singularitat ~ von P{x, y) P{y, x) gehen jedoch die Matrizen 
Ul/r 6in. Man kann die Eigenwerte von P{x, y) P{y, x) in dieser Ordnung ahnlich wie 
fiir die fiihrende Singularitat ~ diskutieren. In Abhangigkeit des Homogenitatsgrades 
muB bei den Eigenwerten wieder eine Entartung auftreten. Es ist in Analogie zu Lemma 



1.4.2 plausibel, dafi die Matrix P{x, y) P{y, x) als Folge dieser Entartung global in die 
direkte Summe mehrerer Untermatrizen zerfallen muB. Folglich erwarten wir eine spontane 
Sektorbildung. Unter dieser Annahme haben vI^/r, C^l/h die spezielle Form 



Die dynamischen C/(2)-Potentiale ^"^J^, ^^//j 

miissen gemafi Tabelle |4.5| diagonal sein. 
Da C/(1)-Massendrehungen bei der Berechnung der effektiven Eichgruppe gemaB ( [1.1 77| ) 
wegfallen, konnen wir annehmen, daB C^jy"^, f^2/R unitare S'J7(2)-Matrixfelder sind. Die 



Zusatzbedingung ( 4.16^ ) impliziert, dafi die Matrix IJ^^^ mit kommutiert, also diagonal 



ist. Da wir im Quark- und Leptonsektor eine vergleichbare Massendrehung erwarten, muB 
auch JJ"^ diagonal sein. Die linkshandigen Massenmatrizen JJ""^ = If^ E U{2) konnen 
dagegen beliebige Werte annehmen. Wir erwarten also fiir die Menge T 

T = {{U®U), U e SU{2)} X {exp(iT?) (a^ e fj^) , G Ir} . (4.180) 



Nach Diagonalisierung der Massenmatrizen erhalt man die Diracgleichung ( [1.174D mit 
effektiven Eichpotentialen 

Al/R = ^L/H©^L/R ' 

welche die Eichbedingung ( [1.175|) erf iillen. Nun konnen wir die effektiven Eichgruppen mit 
Hilfe der Definitionsgleichung " KTTTI) und (lITsol) sowie den dynamischen Eichgruppen aus 



Tabelle 4.5 bestimmen. Dabei ist zu beachten, dafi die Massendrehung ( fl.l8C| ) nur dann 
sinnvoll eingefiihrt werden kann, wenn die dynamischen Eichfelder die Zerlegung von P 
in den Quark- und Leptonsektor respektieren. Um dies zu erreichen, konnen wir auch von 
H zu einer Untergruppe der dynamischen Eichgruppe iibergehen. Die Ergebnisse fiir die 



164 



Tabelle 4.6: Erwartete efFektive Eichgruppen bei der Kombination des Quark- und 
Leptonsektors 



Homogenitatsgrad 


erwartete eff. Eichgruppe 


eff. Storung des Diracoperators 


h = 3,4 


C/(1)l®C/(3) 


xr{4l © 03) + Oi © ^ 


h = 5,6 


oder 

Uil)L®U{l)L®U{l)<S)U{2) 
oder 

SU{2)l U{1)r [/(l)'^p 


XR(4L®03)+XR(0l©^i) 
+O1 ©^ 

Xi?(4L®03) + xfl(;(0i©ii© 
(-1)2) + 01 ©^1 ©^2 

XRiil © A) + XL $R (<T^ © CT^) 
(?'(12©02) + ^(02©12) 


h>7 


komplizierter 





effektiven Eichgruppen sind in Tabelle 4^ zusammengestellt. Wir haben zur Deutlichkeit 
nur diejenigen effektiven Potentiale mit einer Tilde " versehen, in welche die Massendrehung 
auch tatsachlich eingeht. 

Es fallt auf, daB die erhaltenen effektiven Eichgruppen entgegen unserer allgemeinen 
Diskussion doch Gruppen sind. Das ist zwar eine Vereinfachung, spielt aber keine grundlegende 
Rolle. Interessanter ist, daf^ diese Gruppen (im Fall einer sinnvollen Zerlegung in Quark- 
und Leptonsektor) mit den nach dem Schnitt der auf^eren Eichgruppen erwarteten dynamischen 
Eichgruppen von Tabelle |4.4| iibereinstimmen. Allerdings ist das auch nicht erstaunlich: 



Tabelle 4.4 gibt die maximale dynamische Eichgruppe an, die nach rein gruppentheoretischen 
Uberlegungen auftreten kann. Es ist klar, dafi die effektive Eichgruppe in dieser maximalen 
dynamischen Eichgruppe enthalten sein mufi. Umgekehrt ist es einsichtig, daB mit den 
zusatzlichen Preiheitsgraden der Matrizen C/i/ij die Gruppen aus Tabelle tatsachlich 
als effektive Eichgruppen realisiert werden konnen. 



physikalische Interpretation 



Abschliefiend wollen wir die Konstruktion der Massendrehung und der effektiven Eichgruppe 
erlautern und physikalisch diskutieren. 

Durch Einfiihrung der Massendrehung sind wir von einer reinen Wechselwirkung durch 
chirale Eichf elder, ( 4.166| ), zu einer allgemeineren Form der Wechselwirkung iibergegangen. 
Diese allgemeinere Wechselwirkung wird gemafi ( 4.171 ) durch eine zusatzliche skalare/pseudoskalare 
Storung beschrieben. Der Nachteil der zugehorigen Diracgleichung (4.172) besteht darin, 
daB die Massenmatrix nicht diagonal ist, so daB die Gleichung nur schwer physikalisch 
interpretiert werden kann. Aus diesem Grund haben wir mit Hilfe der Transformation 
( [4.173| ) die Massenmatrix global diagonalisiert und die Diracgleichung ( 4.174 ) erhalten. 

Wir betonen noch einmal, dafi die Einfiihrung der Wellenfunktion ^ und die Transformation 
der Diracgleichung gemafi ( ^.174| ) lediglich zur besseren Anschauung dient. Gleichung 
( 4.173| ) beschreibt keine Eichtransformation. Es ist wichtig zu beachten, dafi der fermionische 
Projektor aus den negativen Energiezustanden nicht aber aus aufgebaut ist. 



Nach Diagonalisierung der Massenmatrix treten in ( 4.174 ) nur noch chirale Potentiale 
auf, so dafi die Diracgleichung wieder die gewohnte Form hat. Als Nachteil haben wir 
jedoch die Eichbedingung ( 4.175| ) erhalten, die nur schwierig zu handhaben ist. 

Um einen ersten Eindruck von der Wechselwirkung zu erhalten, betrachten wir den 
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Grenzfall, dafi der zweite Summand in ( 4.175 ) gegeniiber dem ersten vernachlassigbar ist, 



a'l/r » iUL/R id^u-/^) . (4.181) 

Diese Naherung ist sinnvoll, wenn Ux^/r nur auf einer grofien Langenskala von x abhangt, 
was wir quasihomogene Massendrehung nennen. In diesem Fall konnen wir die effektiven 
Potentiale aus der Lie- Algebra der effektiven Eichgruppe 

Lie H""^ := \J Lie 
teT 

beliebig wahlen; es ist lediglich darauf zu achten, dafi die Konjugationsalgebra Lie H^{x) B 
{Al{x), Ar{x)) nur wenig in x variiert. Im Grenzfall quasihomogener Massendrehung 
bereitet die Eichbedingung also keine Schwierigkeiten. Wir erhalten einen direkten Zusammenhang 
zu einer reinen Eichwechselwirkung, wobei die effektive Eichgruppe die Rolle der gewdhnlichen 
Eichgruppe iibernimmt. 

Ohne die Naherung ( [4.18l| ) ist es nicht mehr sinnvoll, mit der effektiven Eichgruppe zu 
arbeiten, wodurch die Situation wesentlich komplizierter wird. Wir konnen die Wechselwirkung 
nicht auf einfache Weise physikalisch interpretieren. 

Gliicklicherweise scheint die quasihomogene Massendrehung in den wichtigen physikalischen 
Situationen eine gute Naherung zu sein: Die Matrix Ul{x) gibt das Amplitudenverhaltnis 
der 7, Z— mit den H^^-Eichfeldern an. Falls in einem physikalischen System einzelne 
Eichbosonen beobachtet werden, kann Ul in diesen Regionen der Raumzeit konstant 



gewahlt werden, so dafi ( 4.181 ) erfiillt ist. Diese Naherung verliert nur dann ihre Giiltigkeit, 

wenn am gleichen Ort und gleichzeitig mehrere verschiedene Eichbosonen auftreten, beispielsweise 

bei der Bildung hochenergetischer Jets in einem Beschleunigerexperiment. In diesem Fall 

ist die physikalische Situation aber sehr kompliziert und kann meist nur mit phanomenologischen 

Modellen beschrieben werden. Darum konnen wir nur schwer abschatzen, ob und in welcher 

Weise sich die Eichbedingung in Experimenten auswirkt. Zur Einfachheit werden wir stets 

in der Naherung quasihomogener Massendrehung arbeiten. 

Nach diesen Uberlegungen konnen wir die effektiven Eichgruppen aus Tabelle |4.6| als 
die Gruppen einer lokalen Eichtheorie auffassen. Aus physikalischer Sicht ist besonders 



interessant, dafi in Tabelle die Gruppe SU{2)l'^ J7(1)'"p (g) C7(l)'»" auftritt. Die SU{2)l 
koppelt an die Fermionen genau wie die SU{2) der elektroschwachen Wechselwirkung an. 
Die U{1) der GSW-Theorie ist in der C/(1)'"p (g) [/(l)'^" enthalten. Damit ist das Problem 
der Nichtvertraglichkeit der Eigenwerte gelost; wir scheinen wieder auf dem richtigen Weg 
zu sein. 

Zusammenfassend ist zu sagen, dafi wir mit Einfiihrung der Massendrehung aus mathematischer 
Sicht eine wesentliche Anderung gegeniiber den Eichwechselwirkungen des Standardmodells 
vornehmen mufiten. In iiblichen physikalischen Situationen sollte sich dieser Unterschied 
aber nicht auswirken. Natiirlich ist es ein interessantes und wichtiges Problem, ob die 
Massendrehung experimentell beobachtet werden kann. Da wir im Moment dabei sind, 
einen ersten Zusammenhang zwischen unserem Konzept und dem Standardmodell herzustellen, 
handelt es sich dabei aber doch um eine Detailfrage, die wir zwar erwahnen, aber nicht 
naher verfolgen konnen. 
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4.4.5 Kombination dreier vereinfachter Quarksektoren mit einem vereinfachten 
Leptonsektor 

Wir wahlen bei Spindimension 32 als freien Projektor die direkte Summe des Leptonsektors 
( [4.90| ) mit drei Quarksektoren ( |4.75D 



P{x,y) 



XL 7; (Po - ko){x,y) 



(Pm - km)ix,y) 



(4.182) 



Abgesehen davon, dai3 wir zur Einfachheit nur mit einer Teilchenfamilie arbeiten, ist dieses 
System genau aus den Fermionsorten des Standardmodells aufgebaut. Wir hoffen daher, 
bei unserer Untersuchung die Eichgruppen und relativen Kopplungen des Standardmodells 
wiederzufinden. 

Die Analyse des fermionischen Projektors setzt sich aus mehreren Schritten zusammen, 
die alle bereits bei der Diskussion vorheriger Systeme aufgetreten sind. Daher konnen wir 
uns recht knapp fassen und erhalten so eine Zusammenstellung der wichtigsten Konstruktionen 



dieses Abschnitts 4.4 



Der freie Projektor ( 4.182 ) besitzt eine chirale Asymmetrie und eine Massenasymmetrie; 
bei einer Zerlegung (D^^ = (D^ © <D^^ des Spinorraumes haben die Asymmetriematrizen die 
Form 

X = XL®i , y = o©i 



Den ersten direkten Summanden in ( 4.157 ) nennen wir Neutrinoblock. Wir fiihren chirale 
Eichpotentiale ein: Nach dem Effekt des Pinning darf in der rechtshandigen Komponente 
von P{x, y) keine Mischung des Neutrinoblocks mit den massiven Fermionblocken stattfinden. 
Die Storung des Diracoperators mufi also die Form 



(4.183) 



mit einem f7(8)-Potential Al und L'^(7)-Potential Bji haben. 

Um eine erste Vorstellung von der Wechselwirkung zu erhalten, berechnen wir, welche 
dynamischen Eichfreiheitsgrade gemafi dem Schnitt der auBeren Eichgruppen zu erwarten 
sind: Wir zerlegen den Spinorraum gemaB (D^^ = (C^ © (D'^'^ in einen Lepton- und drei 



Quarksektoren und betrachten gegeniiber (4.183) nur Storungen des Diracoperators, die 
auf diesen beiden Summanden invariant sind, also 



ii^ ^ + XR i4t ® 4T) + XL ((0 © 4t) © 4]?") 



(4.184) 



mit [7(6)-Potentialen A^^j^, einem C/(2)-Potential A'l" und einem [/(l)-Potential A"^. Bei 
der Storung ( 4.1841) zerfallt der freie Projektor in die direkte Summe des Leptonsektors 
und der Quarksektoren. Wir konnen beide direkten Summanden gemafi Abschnitt |4.4.2| 
und Abschnitt 4.4.3 (fiir s = 3) getrennt untersuchen und erhalten die dynamischen 



Eichgruppen H^"'^, iJ^" von Tabelle |4j bzw. Tabelleg^. Wir faktorisieren H'^'' gemafi 
( 4.145| ) in innere und aufiere Eichgruppen. Schliefilich berechnen wir die zu erwartenden 
dynamischen Eichgruppen mit Hilfe von ( [4.147 ). Die Ergebnisse sind in Tabelle 17 zusammengestellt. 



Um die dynamischen Eichgruppen mathematisch zu bestimmen, untersucht man ftir die 
Storung ( 4.183| ) die Auswirkung der Eich-/Pseudoeichterme ~ mP auf die Eigenwerte der 
Matrix P{x, y)P{y, x). Ganz analog wie bei der Kombination des Quark- und Leptonsektors 
( [4.132| ) tritt das Problem der Nichtvertraglichkeit der Eigenwerte auf. Man erhalt im 
Gegensatz zu den erwarteten Ergebnissen von Tabelle 4/7 die dynamischen Eichgruppen 



167 



Tabelle 4.7: Gemafi dem Schnitt der auBeren Eichgruppen erwartete dynamische 
Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren mit einem Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


erwartete dynamische Eichgruppe 


/i = 3,4 


C/^l)"=p ® C/(l)"=p ® C/(6)'i" 


/i = 5,6 


C/^l)'<=p ® C/(l)"=p ® [7(6)''" 
oder 

mit p + q = & 
oder 


h>7 


komplizierter 



Tabelle 4.8: Dynamische Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren mit 
einem vereinfachten Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


dynamische Eichgruppe 


Storung des Diracoperators 


/i = 3,4 


U{1)l®U{7) 


® 07) + Oi e ^ 


/i = 5,6 


U{q) 

mit p + (/ = 7 


Xfl(4L ® O7) + Xi? ^ (Ol © Ip © (-iq)) 

+01 © © 


/i > 7 


komplizierter 





von Tabelle |4.8| . Es ist ofFensichtlich nicht sinnvoll, diese dynamischen Eichgruppen als 
physikalische Eichgruppen zu interpretieren. Insbesondere tritt keine spontane Sektorbildung 
auf. 

Der Grund fiir dieses scheinbare Problem liegt darin, daB der Ansatz fiir die Storung des 
Diracoperators ( [4.183| ) zu speziell ist. Wir miissen gemafi ( 4.171| ) zusatzliche skalare/pseudoskalare 
Storungen beriicksichtigen, was wir als Massendrehung bezeichnen. Nach globaler Diagonalisierung 
der Massenmatrix erhalt man die gewohnte Beschreibung der Wechselwirkung durch chirale 



Eichfelder ( 4.174 ). Die mathematischen und begrifflichen Schwierigkeiten der auftretenden 
Eichbedingung ( 4.1751) brauchen in der physikalisch sinnvollen Naherung quasihomogener 
Massendrehung nicht beriicksichtigt zu werden; die Wechselwirkung kann als lokale Eichtheorie 
mit effektiver Eichgruppe H^^ beschrieben werden. 

Die skalare/pseudoskalare Storung in (4.175) wirkt sich in der Singularitat ~ m? 
von P{x,y) P{y,x) aus. Wie im vorangehenden Abschnitt |4.4.4 qualitativ begriindet 



wurde, erwarten wir als Ergebnis der spektralen Analyse von P{x, y) P{y, x) eine spontane 
Sektorbildung. Genauer miissen die unitaren [/(8)-Matrizen U]^/ji die Form 

{Ul,Ur) e T = {SU{2)Y X {exp(i7?) (^3)4 , ^^m] 



haben. Schliefilich bestimmen wir die efFektive Eichgruppe mit Hilfe von ( [4.177| ) und 
erhalten die Ergebnisse von Tabelle O. Die effektiven Eichgruppen stimmen in den 
Fallen mit Sektorbildung mit den nach dem Schnitt der auBeren Eichgruppen erwarteten 



Ergebnissen von Tabelle [4.7| iiberein, zusatzlich erhalten wir Aussagen iiber die Kopplung 
der Eichfelder an die Fermionen. Die genauen Rechnungen zur Massendrehung sind erst bei 
mehreren Teilchenfamilien sinnvoll und wurden auf Abschnitt ?? (in Kapitel 5) verschoben. 
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Tabelle 4.9: Erwartete efFektive Eichgruppen bei der Kombination dreier Quarksektoren 
mit einem Leptonsektor 



Homogenitatsgrad 


erwartete eff. Eichgruppe 


eff. Storung des Diracoperators 


/i = 3,4 


U{1)l®U{7) 


Xr{Al © O7) + Oi © ^ 


/i = 5,6 


U{1)l ® U{1)l ® Uip) ® U{q) 
mit p + q = 7 
oder 

SU{2)l ® U{1)r ® Uiiy^^ ® [7(3)'^" 


XR(4L©07)+Xi?^(0l©lp© 

+^(02 ©le)) 


/i > 7 


komplizierter 





Unsere Diskussion beschreibt die Situation aber im Wesentlichen riclitig. 

Die Entscheidung zwisclien den verscliiedenen Mogliclikeiten fiir die effektiven Eicligruppen 
bei h = 5,6 wird durch globale Bedingungen festgelegt; man hat also in jedem Fall in der 
ganzen Raumzeit die gleichen effektiven Eicligruppen. Es ist zwar unbefriedigend, daB 
wir uns im Moment willkiirlich fiir eine der moglichen effektiven Eichgruppen entscheiden 
miissen, auf der anderen Seite ist die Wahl aus physikalischer Sicht ganz eindeutig. Wir 
konnen die effektive Eichgruppe bereits durch eine sehr allgemeine physikalische Forderung 
festlegen, beispielsweise durch die Bedingung, dafi eine ganz beliebige Wechselwirkung der 
Neutrinos mit den massiven Fermionen stattfindet. 

In diesem Sinne sind wir zu einem interessanten Ergebnis gekommen: Ausgehend von 



dem freien fermionischen Projektor ( 4.157 ) und dem homogenen Polynomansatz fiir die 
Gleichungen der diskreten Raumzeit erhalten wir, dafi sich die Dynamik des Systems mit 
einer lokalen Eichtheorie beschreiben lafit; dabei ist fiir /i = 5, 6 die Eichgruppe eine 
Untergruppe von 

SU{2)l © 5C/(3)''" © U{1)r © Uilf" © [/(I)''" 

Es findet eine spontane Sektorbildung des fermionischen Projektors in Lepton- und Quarksektoren 
statt. Die effektiven SU{2)l- und S'J7(3)-Eichfelder koppeln genau wie die entsprechenden 
Eichfelder des Standardmodells an die Fermionen an. Die ?7(1)-Eichgruppe der GSW- 
Theorie ist in der U{\)r © [/(l)'''^ © ?7(1)''"-Gruppe enthalten. Da aus der Untersuchung 
der Feldgleichungen weitere Bedingungen an die Eichfelder zu erwarten sind, besteht die 
Hoffnung, dafi sich dann auch diese Gruppe auf natiirliche Weise ergibt. 

Dieses Ergebnis ist nach den bisher eher indirekten oder qualitativen Hinweisen eine 
erste klare Bestatigung fiir das Prinzip des fermionischen Projektors. 



4.5 (Die Feldgleichungen fur efFektive Eichstrome) 

Dieser Abschnitt ist noch nicht fertig. Es sollen dort alle fiir mathematisch sinnvolle 
Feldgleichungen notwendigen zusatzlichen Bedingungen hergeleitet werden. 



4.6 (Bestimmung des Homogenitatsgrades) 

Dieser Abschnitt ist noch nicht fertig. Es wird dort mit einer Dimensionsbetrachtung der 
Homogenitatsgrad festgelegt, man erhalt h = 12. 
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Kapitel 5 

Einige Ergebnisse aus den 
Anhangen 

5.1 Anhang A: Storungsrechnung fur ko im Ortsraum 

5.1.1 Elektromagnetisches Potential 
Theorem 5.1.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Ako{x,y) = -ie(^l\j^ e koix,y) (5.1) 

+£2 3k) {l^'iO - no) (5.2) 

(£(2a - 1) e 1" F,j) {l^iO - /^(O) (5.3) 

+^ (r ^^^^^^ ~ ^^^^^^ ^^-^^ 

wobei Fjk = djA^ — d^Aj den elektromagnetischen Feldstarketensor und = diF^'- den 
Maxwell-Strom bezeichnet. Zur Abkurzung wurde ^ = y — x und ( = z — x gesetzt. 

Satz 5.1.2 Fiir y — x e C gilt 

^ lim koix, u) = e(e°) - 2a^ + a^) ^ ^ik □/ (5.9) 

~ e(e°) £(4a=^ - + 2a) ^ (□i^fe,) (5.10) 
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e 



<f) l\o? - a) e^^^' (DFij) ^ pji (5.11) 

Jx 

-^^(^°)/V-«)7Sfe , (5-12) 

wobei wieder $, = y — x gesetzt wurde. 

5.1.2 Gravitationsfeld 

Theorem 5.1.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt in symmetrischer Eichung 

Ako{x,y) = -(^j\f^^i-^ ko{x,y) (5.13) 
~i (£(2a - 1) y e {hjkn -hik,j )) (m^(0 - m^{0) (5.14) 

+^ (r ^^^''^ ^ ''^"^) ^"^^^^^ " ""^^^^^ ^^-^^^ 

+^(/J(«'-«)ee'i?ifc) k^{x.y) (5.16) 

+^ (£(4a^ - 6a' + 2a) t V ) (^^(0 " ^^(0) (5-19) 

"li^ - «) ^'''"^ ^fc-.- P7m) (/^(O - ^^(0) (5.20) 

"8^ - ") i^^iO - I'-iO) (5.21) 

wobei Rjh den Ricci- und Gjf~ = Rji^ — ^Rgjk den Einstein- Tensor bezeichnet. 

(m^ , sind die Distributionen {y) = 6'{y'^)@{y^), m^{y) = S'{y'^)@{—y^), femer 

wurde ^ = y — x gesetzt.) 

5.1.3 Skalare Storung 

Theorem 5.1.4 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Ako{x,y) = ~{E{y) + E{x))k^^\x,y) (5.22) 

+^(^""(0-^^(0) j\d,E)i,a^' (5.23) 

- dz £ {djUE) Cfe a^^ (5.24) 



1 



167r3 

i 

'l67r3 



□H . (5.25) 
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5.2 Anhang B: Storungsrechnung fiir km im Ortsraum 

5.2.1 Elektromagnetisches Potential 
Theorem 5.2.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Akmix,y) = Ako{x,y) (5.26) 
-ie (^j^ Aj^ e {km - ko){x, y) (5.27) 

^^^^{£-£)^'^^' ^'-''^ 

+77^^"^' (f-f)dzF,j-f'i2z-x-yy (5.30) 



167r3 



y 



" rr? (f-f)e'^>''Fij^kfrfi (5.31) 



327r3 



X Jy 



1287r2 



647r2 



Jy^J<^'') (e^(0-e^(0) e (5.33) 

(a'-a)jke) (e^(0-e^(e)) e (5.34) 

+^ e^'"^' F,, 6 p7/) (e^(0 - e^(0) (5.35) 

- 2a) F,^ y - e (5.36) 



^e 

+ 256^"^' 



+o(e') 

twofcei ^ = y — X, ^ = 2; — a; gesetzt wurde. 

Satz 5.2.2 Fur {y - x) e £. gilt 

lim {Akm{x, u) — Ako{x, u)) 



167r2 

ie 
'32^ 



m e 



e 2 



647r2 

ie 
32^ 



m e 



(O f\2a-l)fF,je 

Jx 

e(e°) r e'^'^'Fi.ikPll 

Jx 
Jx 
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5.2.2 Axiales Potential 

Theorem 5.2.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
Akm{x,y) = -pAkm[4]{x,y) 



le 



y 

le 



167r3 

ie 



y rx\ 

-f ]p4i 

X Jy / 

ry ry rx rx 
\k + A - sf - f 

Jx Jx Jy Jy 



167r3 
+0{m^) 



m 



Satz 5.2.4 Fiir y — x e £ gilt 



lim {Akm{x , u) — Ako{x , u)) 

^x3u^y 



m € 



327r2 



Jx 



le 

m e( 



167r2 

ie 2 



if) ['{a' -a) OAj^kP^^' 

Jx 
ry 

if) p4 

Jx 

if) r{2a-l)Fije pY 

Jx 

if) rs'^'^Fij^kii 

Jx 
Jx 



327r2 



£ 2 

H — — ;t m e 



647r2 



le 

+ 32^"^^^ 

3\ 



5.2.3 Gravitationsfeld 

Theorem 5.2.5 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 
Akm{x,y) = AkQ{x,y) 
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- {J^j) ^ ikm{x,y) - ko{x,y)) (5.48) 

+^ m hki,^ e a'' A;(i) (x, y) (5.49) 

+ 8^ ^ (^""(0 - j\o? - a) Rj, e e (5.50) 

+^ ^{£- £) C' - «') (i? Jk - 2 □i?,-^) (5.52) 

(ZV(^) _ /A(^)) J\2a - 1) ihjk,i - h^kj) Y ^ ^ (5-54) 

+^^'{£- £) £ "2 i?^.,,, (5.61) 
5.2.4 Skaleire Storung 

Theorem 5.2.6 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Akm{x,y) = Akoix,y) (5.62) 

-2m(^J"Ej k^'^\x,y) (5.63) 

+ i"^(£-£)^^ ((^=)(^)-2£«(^H)) (5.64) 

-i^(£-f)'^^£"^^°^^ ^'-'^^ 

^l^-^(£-f)^ (^-^^^ 

+ii"^'(£-f)'^^^-)^'^'-^') ^'-^'^ 

-ii-^(£-f)^^^^^-^)^^-^'' (^-^^^ 
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5.2.5 Pseudoskalare Storung 

Theorem 5.2.7 In erster Ordnung Storung stheorie gilt 

Akm{x,y) = -ipAko[E]{x,y) 

1 ■) f fy /^^ 



327r3 



5.3 Anhang C: Storungsrechnung fur po Ortsraum 

5.3.1 Elektromagnetisches Potential 
Theorem 5.3.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

+^ j\oc^-o^)i'jk H\e\) 
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'327r3 ^2 



4 



5.3.2 Gravitationsfeld 

Theorem 5.3.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt in symmetrischer Eichung 

Apo{x,y) = -(^I'h'^yi^ po{x,y) (5.85) 
+ 4^ ^ (£(2« - 1) y e e ihjk,i -hik,j )) (5.86) 
+^ ^ (£ (^-fc,^ ) P7m) (5.87) 

+^(£(a'-«)eC'i?,fc) Po{x,y) (5.88) 

^ ^^(6a2-6a + l)^i?^ (5.90) 
32^3 ^ - + ^^[^"1 ) ^^-9^) 

+C?an(|^^|)) 

5.3.3 Skaletre Storung 

Theorem 5.3.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apo{x,y) = -^(H(2/) + H(x))p«(a;,y) (5.94) 

+^ H\e\) - «) (9,DH) a ^^'^ (5.96) 

5.4 Anhang D: Storungsrechnung fur pm im Ortsraum 

5.4.1 Elektromagnetisches Potential 
Theorem 5.4.1 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apm{x,y) = Apo{x,y) 

-ie (^J^ Aj^ {pm - Po){x, y) (5.98) 

-^,mH\e\) jyrja^^ (5.99) 
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m 



167r3 

e 

m 



ln{\e\) r{a'-cy)jke (5-100) 

Jx 

32^3 l^(l^'l) - 1) V Fij e (5.101) 

ln{\e\) £e^^^' F^j ^ pji (5.102) 

+^ H\e\) J\a' - a) jk ^ i (5.103) 

+0(m3) + 0(e°) 

5.4.2 Axiales Potential 

Theorem 5.4.2 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

^Pm{x,y) = -pApo[4]{x,y) (5.104) 

(5-105) 

m Inde^l) £(2a - 1) Fjk pa^' (5.106) 

+^mln(|e2|) (5.107) 

+^ m In(ie'l) _ a) DA, P<y'^ (5.108) 

+ 8^"^'^£^^-^'>^ (5-109) 

IndC^i) l\2a-l)F^ke Pi' (5.111) 

Mle^l) r e'^'^' F,, 71 (5.112) 

IndC^i) l\a^-a)jkepi (5.113) 

, ^g^3 mMnde^l) [p\[i,4] (5.114) 
+0(m4) + 0(e°) 



6 2 

+ 32^"^ 

ie 2 

-32;^"^ 



5.4.3 Gravitationsfeld 

Theorem 5.4.3 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apm{x,y) = Apo{x,y) (5.115) 

- (^J'hj) e ^ {Pm{x,y)-po{x,y)) (5.116) 

+ m [j'hki,^ e P^'Hx,y) (5.117) 

+1 m f\a^ - a) Rjk ^ P^^Hx,y) (5.118) 
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l-^mH\e\)J\a'-a + \)R 



+^ m ln{\e\) Ha^ - a) Rkij ^ 

Jx 



167r3 
i 

i o 1 /-y, o 



[\a^-a)R,kl'e 

Jx 



167r3 ^2 
+C»(e°) + m2 0(ln(|e'|)) + C»(m3) 

5.4.4 Skalare Storung 

Theorem 5.4.4 /n erster Ordnung Storung stheorie gilt 

^Pm{x,y) = Apo{x,y) 

-2m p^^\x,y) 



^ mMn(|e2|)(S(y) + S(a;)) 



327r3 



-^mMnri)/;. 

5.4.5 Pseudoskalare Storung 

Theorem 5.4.5 In erster Ordnung Storungstheorie gilt 

Apm{x,y) = -ip Apo{E]{x,y) 

+^m' H\e\){E{y) + E{x))p 

5.5 Anhang E: Storungsrechnung hoherer Ordnung 
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Satz 5.5.1 Mit der symbolischen Ersetzung C = k oder C = p gilt 
XL C{x, y) = XL Texp i^-i A{ C(x, y) 

-\xL[dz (2a-l) re-^/>£(^--)'^Ci7fe^L'' Te'^/^^ CW(x,y) 

- j XL [ dz Te-^ i: e,,ui t Pi' Te'^ ^^"^^^ C^'^ (x, y) 

XL £ dz Texp {-i £ Al {z - {-iM^) Y + iY 4^{z)) ^ 

X Texp(-ij'A'>R{y-z)^ C^'\x,y) 
+Oiln{\^^\)) + C»(m2) (5.136) 

Fiir die rechtshdndige Komponente hat man die analoge Gleichung, wenn man die Indizes 
L, R vertauscht. 

Theorem 5.5.2 Mit der symbolischen Ersetzung C = p oder C = k gilt 

XL iVXCV*){x, y) = XL Ul{x) Texp [-i £ A^ Xl U£\y) Co{x, y) (5.137) 
-\ XL Ul{x) Xl I^z {2a - 1) Te-^/^^ (^"^''^ Ik (z) 

X Te"'/'^'^ U£\y) C^^\x,y) (5.138) 
+^ XL ULix) Xl I' dz (a^ - a) Te-^^ ^ jl{z) 

X re-*r^5. (s/-^)6 Ul\y) C^^\x,y) (5.139) 
XL Ul{x) Xl J' dz Te-'i: (^"^^^ e,,H i^r(^) pV 

X Te-^r^^^ (^-^^o C/^^(y) C^^\x,y) (5.140) 

+m XL ?7L(a;) Texp (^-i A{ Xl U£\y) YL{y) C^^Hx,y) (5.141) 

--rXLUL{x) / dX 
4 J —oo 

X {e(A) (Te-^/>i ^^'^^^ {Uz' Yl Un)\. Te''i: ^-^^'^^^^ Xr^ 

+ e(l - A) Xl (^Te-'I^ (""^^^ {U£^ Yl Ur)\, Te-'H^R (2'"^)'=^ ^| 

X C7/(y)CW(x,y) + 0(ln(|C'|)) + 0{rr?) . (5.142) 

Zur Abkiirzung wurde z = \y + {1 — \)x gesetzt. Fiir die rechtshdndige Komponente gilt 
die analoge Gleichung, wenn man die Indizes L, R vertauscht. 
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Theorem 5.5.3 Es gilt mit der symbolischen Ersetzung C = p oder C = k 

XL C^'Hx,y) = XL Ul{x) r dz (C/^i Yl Yr Ul)\, U^Hy) C^-'Hx,y) (5.143) 

Jx 

-IxL Ul{x) Ha^ - a) a{U^' Yl Yr Ul)\, U^Hv) i C^'Hx,y) (5.144) 
+^XL Ul{x) r dz r du Yl Ur)\u {z - xYjj Yr Ul)\, 

^ J X Jx 

xUL^y) C^''\x,y) (5.145) 
+i XL Ul{x) [\l - a) ^{Ul^ Yl Ur)\, {U^^ Yr Ul)\, 

J X 

xU^\y) C^^\x,y) (5.146) 
-iXL Ul{x) ra{Uj:^ Yl Ur)\, ^{U^^ Yr Ul)\, U^Hy) C^^\x,y) (5.147) 

J X 

f 0(^2) furC = k 
\ 0{f ) furC = p 

5.6 Anhang F: Spektrale Analyse von P{x,y) P{y,x) 

1st fertig getippt, wird aber erst ab Abschnitt |4^ referiert. 

5.7 Anhang G: (Nichtlokale Storungen) 

1st noch nicht ausgearbeitet. 
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